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APPLICATIONS 

DE hk. THÉOftlB DU CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES (*) 



COORDONNÉES QUAi)RIPOLAIRES 

Par M. El» Bénezeeh. 



1, — Équation générale des sphères kn coordonnées bary- 
CENTRiQUES. — Soient (ai, 4, 4, a'4), (a^, a„ a„ a^) les coor- 
données barycentriques, par rapport au tétraèdre de référence 
AiA,Â,Â4, du centre d'une sphère de rayon p et d'un point 
quelconque M de cette sphère. On a : 

Sa^ÔÂ;^ = Sa^MÂ;^ -h p*Sai 

ou Sa,(A,0^-p«)=— ^• 

Getle équation peut être mise sous la forme 
(1) V(aiPi -h a^, -h a,/), + a,p^) - Sa^a^di, = o, 
en appelant Pi, ;?„ p«, Pk les puissances des sommets du 
tétraèdre, par rapport à la sphère 0. En supposant p^ = p, 
= p, = j)^ = o, on a ^cLid^d^^ = o. C'est, comme nous Tavons 
montré déjà (**), Téquation barycentrique de la sphère cir- 
conscrite au tétraèdre de référence. 



(*) Voyez, sur co sujet, un premier article de M. Bénezech {Journal 
1890, pp. 123, 145). G. L. 

[**) A propos de cette équation, voyez un autre article de M. Bénezecli 
(Joumalf 1890, p. 241) et la Note placée au bas de la page 243. G^ L; 
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2. — Nous avons montré qu'entre les coordonnées barycen- 
triques a^, a^, a,, a^ d'un point quelconque d'une sphère de 
centre et de rayon p, il existe la relation : 

Inversement, toute équation de la forme 

Sçiiajdjj — VSa^Wj = o, 
représente une sphère dont le centre est déterminé par les 
relations : A^O^ — AjO^ = w^ — Wj , 

AjO^ — AjO'^ = i/j — t/j, etc. 
Ainsi, l'équation Sa^ajC^^j + K = o (dans laquelle K désigne 
une constante), équation qui peut se mettre sous la forme 

- K 



Sa^a^dij — YSai 



Y» 



= O, 



représente une sphère concentrique à la sphère circonscrite 
au tétraèdre de référence. En effet, on a 

Xfi^ - â;Ô^ = 1^^ - Â/)^ = . . . = o 
et, par suite, AjO = AjO = ... = R, 

Le rayon de cette sphère est donné pur la formule 

En supposant K = o, on voit encore, par cette observation, 
que l'équation de la sphère circonscrite au tétraèdre de réfé- 
rence est ; Sajajjdij = o, résultat connu . 

3. Équation de la sphère O9, en coordonnées quadripolaires. — 
Soient \, Xj, X3, \ les distances d'un point quelconque M de 
cette sphère aux sommets du tétraèdre de référence. Ces 
quantités, que nous appellerons coordonnées quadripolaires 
du point M, vérifient la relation : 
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Les coordonnées barycentriques du centre étant «i, ai, 
as, ai, on a : 
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4 



r,2 Saîa2^A2 -H V^P' 



OU Sa Xî - ^ ^ "^^ ' ^ ^ G. 

Y 

Cette relation, entre les coordonnées quadripolaircs d'un 
point quelconque de la sphère, est l'équation cherchée. 

Réciproquement, toute équation de la forme (3) St/^Xf+K^o, 
dans laquelle Sw^ — Y représente une sphère dont les coor- 
données barycentriques du centre sont w,, î/^, t/j, u^ et dont 

KV — SwiUjdi2 
le rayon p est donné par la formule p* = =^^ . Si 

2wi était différent de V, on pourrait toujours ramener l'équa- 
tion à la forme précédente en multipliant son premier membre 
par un facteur constant convenablement choisi, à moins, 
cependant, que Swi ne soit nul, auquel cas l'équation repré- 
sente un plan. 

On verrait encore, sans difficulté, 1^ que toute équation qua- 
dripolaire de la forme (3), dans laquelle le terme en \ manque, 
représente un3 sphère dont le centre est situé dans le plan 
AjAgA^ ; 2<» qu'elle représente une sphère dont le centre est situé 
sur l'arête AjA^, lorsque les termes en X^X, manquent; 3°enfin, 
qu'elle représente une sphère, dont le centre coïncide avec le 
sommet A^, lorsque les termes en X,, X^, l^ n'existent pas. 

4. — Proposons-nous de déterminer le centre d'une sphère 
de rayon donné, dont l'équalion quadripolaire ait la forme 
SmiXi4-K = o, K étant une quantité donnée. Les coordonnées 
barycentriques Wj, Wj, Ug, u^ du centre de cette sphère vérifient 
la relation : 

— SUiWa(/i2 -h KV 

p' = 



V» 

c'est-à-dire Su^Warfu + Vp* — KV = o. 

D'après ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, le 
point cherché se trouve sur une sphère concentrique à la sphère 
circonscrite au tétraèdre de référence, et dont le rayon est 
donné par la formule : 

f'' = R' + f«-?. 
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En particulier, lorsque K = o, p'* = R« + p*, on peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Toute équation quadripolaire de la forme SuiÀi = o, repré- 
sente une sphère orthogonale à la sphère circonscnte au tétraèdre 
de référence; réciproquement, lorsqu'une sphère coupe orthogo- 
nalement la sphère circonscrite au tétraèdre de référence, son équa- 
tion quadripolairfi a la forme SuiXf = o. 

Ce théorème permet de trouver la relation qui existe entre 
les distances respectives de quatre points quelconques M^, Mj, 
Mj, M4, d'une sphère, à quatre autres points quelconques A,, 
Aj, As, A4, d'une seconde sphère qui coupe orthogonalement 
la première. 

On a en effet ; 
u^ . MiAi^ + Wj . MjAj^ -f- Wj.MjÂj,^ + 1(4. M^^ = o, 
avec trois équations analogues pour les points M,, M,, M^ ; et 
en éliminant m^, Wj, Uj, u^ entre ces quatre équations homo- 
gènes, on obtient la relation cherchée : 
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5. Puissance p d'un point P (ai, a2, as, on), par rapport à la 
sphère 0. — L'équation de la sphère 0, en coordonnées bary- 
centriques, est : 

/*(«!> ot,, 0C3, aj = 2di,(ai - ai)(a2 - a^) + V*p* = o, 
d'ailleurs, d, désignant la longueur PO, on a : 

^ia(a'i — aï)(°'2 — «2) + V*d* = o, 

relation qui peut s'écrire : 

Srfn(a; - a';)(a; - al) + V«(d« - p») -h Yy = o. 
On en tire : 

Sdi2(aî — aï)(a2 - a'g) 4- V*p* f{al, aj, a'g, ai') 

W P = v^ = v^ 

Ainsi la puissance d*un point, par rapport aune sphère dont on 
connaît V équation en coordonnées barycentriquesy s'obtient en muir 
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tipliantpar — ^^ceqvsdevientlepremier membre de œtteéquaiiim 

lorsqu'on y remplaee les coordonnées courantes par les coordonnées 

du point donné (*). 

(A suivre.) 



SUR L'EVALUATION DES MOYENNES 

(application pratique) 
Par M. €• A* liaisaat, docteur es sciences. 



Dans Tune des dernières séances de la Société philoma- 
Ihique, M. Azoulay, membre de cette Société, a présenté 
diverses remarques intéressantes, concernant des questions 
de moyennes. L'origine de ces observations est relative aux 
évaluations de la vitesse des navires de la Compagnie transat- 
lantique, question importante, visant les rapports de cette 
Compagnie avec TEtat. 

Si Ton considère un ensemble de voyages, chacun d'eux est 
effectué avec une vitesse moyenne. Si Ton fait la moyenne 
arithmétique V, de ces vitesses, on a un certain résultat. Si, 
au contraire, on divise la somme des chemins parcourus par 
la somme des temps employés à les parcourir, on aura un 
résultat V très différent du premier en général. Cependant, les 
deux procédés paraissent rationnels Tun et Tautre, et on se 
trouve actuellement en présence d'une difficulté qu'on n'avait 
pas prévue lors de la rédaction du cahier des charges. 

On peut se rendre compte, comme il suit, de la différence 
qui existe entre V et V. Soient Z^, /,, ... /» les longueurs des 
divers parcours; /i, fj, ... ^„ les temps correspondants, et Vi, 
t?j, ... v^ les vitesses moyennes correspondantes. 

On a 

(*) Comparez Maihésis 1890, p. 51. Lorsque Téquation barycentrique est 
posée sous la forme que nous avons appelée (loc, cit.) forme normale, la 
puissance s'obtient en remplaçant les coordonnées courantes par les coor- 
données particulières du point considéré. G. L. 
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- + --h... 4-- 
«^ Vj -h Uj 4- . . . + V„ ^1 t^ "' tn 

V = —-—--—_—— zzz — — — ^^^— — ) 

n n 

rr/ *! "4" frj -f- . . • -f- f n 

l i ~l lia "l • • • "T" t|| 

Un cas particulier, qui se présente dans la pratique, le 
seul que nous voulions. examiner ici, est celui où tous les 
voyages considérés se rapportent à une même ligne, si bien 
que /j = /, ;= , , , =/„ = /. 



On a alors V = -{ — i h ... h — ) 



V = ^^ 



•j ~î~ *2 ~H ... ~r" fft 

si nous appelons 1h la moyenne harmonique des temps et t^, 
leur moyenne arithmétique, on a 
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Ainsi; 

Or, on sait que th < ta, ainsi qu'il résulte de Tinégalité 
évidente 

(^ 4- ^a 4- ... 4- tn)[j 4- - 4- . . . 4- -) > n». 

On a donc V > V, 

c'est à dire que, pour ce cas des parcours égaux, la moyenne 
des vitesses, est supérieure à la vitesse moyenne générale. 



LES PROGRÈS 

DE LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE, EN 1890; 

Par M. E. Vigrarié. 



Depuis quelques années, nous avons essayé de vulgariser 
l'étude de la géométrie du triangle et de faire connaître, aux 
lecteurs du Journal de Mathématiques^ les points les plus inté- 
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ressants de cette partie nouvelle de la science géométrique. 
Nous avons pensé que Tindicalion sommaire des progrès 
accomplis par elle, pendant l'année écoulée, présenterait 
quelque intérêt. C'est le but de la présente Note. 

1. Systèmes de coordonnées. — Depuis l'origine de 
la géométrie du triangle, on s'est servi, presque exclusivement, 
des coordonnées normales et des coordounées barycentriques. 
Les remarquables études de M. Lucas (Mathesis 1889) et de 
M. Poulain (/. S. 1889), sur les coordonnées tripolaires, ont 
donné à ce système, peu connu, une grande importance. 
M. Lemoine s'en est notamment servi (Contributions à la géo- 
métrie du triangle, A. F. 1889, pp. 197-222) (*) dans plusieurs 
questions relatives aux points tripolai rement associés, aux 
points jumeaux, etc. 

En associant d'une certaine manière les coordonnées carté- 
siennes aux coordonnées barycentriques, on obtient un nou- 
veau système dans lequel les coordonnées sont prises par 
rapport à des axes mobiles et que M. Cesâro appelle coordon- 
nées d inertie. Le savant professeur de l'Université de Palerme 
avait déjà montré (Remarques sur la Géométrie du triangle, 
N. A. M,, 1887, pp. 215-242; sur la potentielle triangulaire, 
N. A. M., 1888) tous les avantages qu'on peut tirer de la 
considération d'an pareil système de coordonnées dans, l'étude 
particulière du triangle. Dans un récent travail (Sur l'emploi 
des coordonnées barycentriques, M,, 1890, pp. 177-190), M. Cesâro 
vient d'en faire une nouvelle application qui lui a permis 
d'énoncer une multitude de propositions intéressantes. Nous 
regrettons que le défaut d'espace ne nous permette pas de 
nous étendre plus longuement sur ce sujet. 

A ces systèmes, il faut joindre celui des coordonnées angu- 
laires, proposé par M. Poulain (/. S., 4890, Question 282)* 

2. Figures semblables. — La théorie des figures direc- 
tement et inversement semblables qui a servi si souvent à 



(*) Les cpmptes rendus des séances de 1^ Association française ne parais- 
sant que dans Tannée qui suit celle où le congrès a été tenu, nous analy- 
sons ici les communications faites au congrès de Paris en 1889. 

JOURNAL DE MATH. BLÉM. — 1891. I. 
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trouver dé nouvelles propositions et à donner d'élégantes 
démonstrations de beaucoup d'autres (cercles de Brocard, de 
Neuberg, de M'Cay..., par exemple) vient encore d'être com- 
plétée. M. Schoute a énoncé (Sur les figures planes directement 
semblables, Comptes rendus des séances de V Académie des sciences 
de Paris, 6 octobre 1890} les théorèmes suivants : 

Théorème I. — />a»«^ un plan qui contient deux figures directement sem- 
blables Fi et Fj, on constfmty sur le segment AjA, (OAïAjAa estunquadrangU 
de forme invariable dont le somm^ O est fixe) de la droite qui joint deux points 
homologues A^ et A, de F^ et F^, comme base, un triangle A.AaA, directement 
semblable à un triangle 8,8^83, donrA. Si les points A, et A^ parcourent les 
figura données F^ et F^, le troisième sommet A3 décrit une troisième figure F3 
directement semblable à F^ et Fj. Et les trois figures admettent, deux à deux, le 
même point doubk O. 

De ce tbéorème intuitif et très général découlent, comme 
cas particuliers, les théorèmes suivants en apparence plus 
compliqués : 

Théorème II. — Dans le plan des figures F^ et F, il existe une troisième 
figure F, directement semblable à F, et F^, de manière que le lieu du point 
dhntersertion P des tangmtes homologues t, et i^ de deux courbes homologues 
G et C, de F, et F^ soit la podaire de la courbe homologue G3 de F3 par rapport 
à un point déterminé, le point double de F, et F„ qui est en même temps le 
point double commun de F,, Fj, F3. 

Théorème III. — De plus, il existe dans le même plan une figure F« 
directement semblable à F, et F., de manière que l'enveloppe de la droiteia menée 
par le point d'intersection P d ' t^ et t^ pour laquelle Cangle. (t, , t« ) est égal à un 
angle donné a, soit la courbe homologue G « de F^. 5i a varie, les figures F« 
forment un faisceau tangentiel (lieu des points correspondants Pa = wn cercle, 
enveloppe des droites correspondantes d« = un point) qui embrasse F, et Fj et 
dont le point double de F, et Fj est le point double commun. 

Théorème IV. — Dans le plan des deux figures Fj et F^, où Von a fixé 
deux points homologues quelconques À» et A^, il existe une figure F ^ directement 
semblable à F^ et à F^ et un point Aj, de manière que le heu du point V^ divi- 
sant dans un rapport donné pi le segment P,Pa de la droite qui joint la projec- 
tion P^ de Al sur la tangente tj de la courbe G, de F, à /a projection Pa de A^ 
sur la^ droite homologue t^ de F^ soit la podaire de la courbe homologue G^ de 
F par rapport à A^. Le point A^ se trouve sur AjAj et divise ce segment 
dans le rapport donné \j.. Si [x varie, les figures F ^ forment un faisceau ponctuel 
(lieu des points correspondants Pj^, = une droite, enveloppe des droites corres- 
pondantes d^ = une parabole) qui embrasse F, et Fj, et dont h point double 
de Fi et F^ est le point double commun. 

Si Ton remplace, dans ce dernier énoncé, les deux points 
homologues A^ et A, qui y entrent par le point Qi de Fj et le 
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point Rj de F^ qui ne se correspondent pas, le point homologue 
de Qi de F^ en F, étant Q, et celui de R, de F, en F^ étant Rj 
on trouve : 

Théorème V. — Dans le plan des deux figures directement semblables F, 
et Fa et des points Q, et Rj, il existe encore une figure F^^ directement semblable 
à F, et Fj en un point S^ , de manière que le lieu du point P^ divisant dans le 
rapport donné \l le segment P^Pj de la droite qui joint la projection Pj de Q, 
sur la tangente ti delà courbe C^ deFi àla projection Pa de R^ sur la droite 
homologue t. de Fj soit la podaire de la courbe homologue C^^ de F^, par rap" 
port à S[A . Si |x varie, le point S^^ décrit une cubique circulaire et unicurscûe. 
Et les points F^ et Fj, homologues aux points S^ des figures F ^^ y parcourent les 
circonférences de cercle décrites sur QjRj et Q3R2 comme cordes et capables de 
l'angle des figures F^ et Fj formé par QiR, et QaRs- 

M. Schoute termine sa communication par Ténoncé de deux 
problèmes qui se résolvent facilement par l'emploi du dernier 
théorème. 

Nous devons mentionner ici un Mémoire très étendu 
(86 pages) et particulièrement important, dû à M. Neuberg. 
L'abondance et la diversité des matières traitées, le nombre 
considérable de théorèmes énoncés dans ce travail ne nous per- 
mettent pas, à notre grand regret, d'en faire une analyse suffi- 
samment complète pour en donner une idée, même approchée. 
Nous ne pouvons mieux faire que d'en conseiller la lecture. 
Tous ceux qui connaissent M. Neuberg savent avec quelle ' 
puissance et quelle précision ses Mémoires sont écrits, et tout 
le fruit qu'on peut retirer de leur élude. 

Dans la première partie de son ouvrage (Sur les projections 
et contre-projections d'un triangle fixe, et sur le système de trois 
figures directement semblables. Mémoires couronnés et autres 
mémoires publiés par V Académie royale de Belgique, t. XLIV, 
1890), M. Neuberg étudie plusieurs séries de triangles (séries 
affixes, orthologiques, axiales, modulaires, podaires et anti- 
podaires) qui lui permettent de donner d'élégantes solutions 
de questions incomplètement résolues dans plusieurs publi- 
cations mathématiques. Il donne aussi de nombreuses propo- 
sitions sur les points Iripolairement associés , les points 
iumeaux, les cercles de Schoute ^ etc. Ces diverses études 
géométriques sont suivies de développements analytiques. 
Dans la seconde partie (pp. 49-86), qui est en quelque sorte 
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une application des idées générales contenues dans la pre- 
mière, M. Neuberg étudie et complète la théorie des figures 
directement semblables. Il termine en appliquant cette théorie 

à plusieurs cas particuliers. 

(A suivre,) 



s (*) 



ESSAI SUR UN PROGRAMME DE MATHEMATIQUES 

A l'usage 
DE hk CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (a) 

Par M. Hnmbert, professeur au Lycée Louis-le-Grand. 



Algèbre. 

1. — Idée du nombre entier. — But des quatre opérations simples de 
l'Arithmétique. — Introduction des nombres entiers négatifs, des nombres 
fi-actionnaires positifs et négatifs. — Extraction des racines arithmétiques. 
— Introduction des nombres irrationnels positifs et négatifs. — Montrer 

C^) On sait que, dans renseignement secondaire français, les principaux 
lycées sont pourvus d'une classe désignée sous le nom de Mathématiques 
élémentaires (À). Les élèves qui suivent ce cours se destinant à TÉcole 
Polytechnique ou à TÉcole Normale, leur but est d'entrer, Tannée sui- 
vante, en Mathématiques spéciales. Ils sont (ou ils doivent être) Bache- 
liers; aucun examen ne les attend à la fin de cette année d'études 
qui se trouve ainsi dépourvue d'un programme déterminé. En causant 
un jour de cette situation avec M. îlumbert, qui occupe la chaire de 
Mathématiques élémentaires (A), au lycée Louis-le-Grand, nous fûmes 
amenés à penser qu'il serait peut-être utile de poser les ligues principales 
des matières qui pourraient, le plus utilement, être développées dans le 
cours, pour atteindre le but qu'il se propose, c'est-à-dire encore une fois, 
la préparation au cours de Mathémxitiques spéciales. J'ai proposé à mon 
collègue de m'indiquer dans quelques pages, que je lui demandai la 
permission de publier, ses idées personnelles sur ce point pédagogique. 
Je commence aujourd'hui la publication des notes que M. Humbert m'a 
remises, pour répondre au désir que je lui avais manifesté; mais je n'ai 
pas besoin d'ajouter, au nom de M. Humbert, comme au mien, qu'elles 
doivent être considérées comme constituant un premier aperçu du pro- 
gramme en question et si elles soulèvent de la part de quelques uns de 
nos lecteurs des observations intéressantes, je les ferai connaître avec le 
plus grand plaisir. G. L. 
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que l'ensemble des nombres rationnels positifs et négatifs offre Tapparence 
de la continuité. — Racine carrée d'un nombre négatif. — Introduction 
du symbole i, conventions relatives à ce symbole. — Résoudre Téqualion 
du second degré ax^ -h 26aj + c = o, afin de faire voir comment s'intro- 
duit le symbole complexe a -h bi. (Sur tout ce qui précède, ne dire que 
des généralités et faire une seule leçon.) 

2. — Condition nécessaire et suffisante pour quMne imaginaire soit nulle. 

— Somme de plusieurs imaginaires. — Différence de deux imaginaires. 

— Imaginaires égales et de signes contraires. — Imaginaires égales. — Les 
expressions imaginaires ne peuventpas être classées par ordre de grandeurs 
croissantes ou décroissantes. — Produit de deux imaginaires, de plusieurs 
imaginaires, puissance dMne imaginaire. — Condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu^un produit de facteurs soit nul. — Imaginaires conjuguées. 

— Quotient de deux imaginaires, deux méthodes. — Racines carrées d*une 
imaginaire. — Résolution de Téquation du second degré à coefficients 
imaginaires. 

3. — Analyse combinatoire, arrangements, permutations, combinai- 
sons. — Problèmes divers concernant ces divers modes de groupement. 

— Propriétés simples du symbole CP . 

4. — Polynômes entiers, réels ou imaginaires. — Forme de la valeur 
numérique d'un polynôme entier. — Polynômes ordonnés, — Les trois 
premières opérations sur les polynômes entiers se font comme celles qui 
concernent les sommes algébriques générales. — Manière d'effectuer le 
produit de plusieurs sommes algébriques. -- Cas particulier des polynômes 
entiers, termes irréductibles. — Binôme de Newton. — Applications et 
exemples. — Démontrer qu'on peut développer les diverses puissances 
de a; + a, au moyen d'un triangle arithmétique. — Triangle de Pascal, 
propriétés simples. — Puissance d'une imaginaire. — Somme des puis- 
sances semblables des premiers nombres entiers. — Examen des cas 
simples. 

5. — Division algébrique, dans le cas où les deux polynômes sont 
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la variable. — Divi- 
sion exacte, impossibilité de cette opération eu général, déduire de la 
marche des raisonnements la définition de la division avec reste. — Règle. 

— Cette opération n'est possible que d'une seule manière — Restes 
partiels! — Emploi de multiplicateurs constants pour obtenir des coeffi- 
cients plus simples. — Propriétés diverses résultant de cette opération. 

— indication de la méthode des coefficients indéterminés, — Exemples. 

— Division de deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de la variable. — Mêmes questions que dans le cas précé- 
dent. — Montrer que si l'on ne s'astreint pas uniquement à l'emploi des 
exposants entiers et positifs les deux opératirons précédentes sont tou- 
jours possibles et en général illimitées. — Exemples divers. — importance 
des opérations algébriques. 

6. — Applications de la division algébrique. — Diviseurs communs à 
deux polynômes. — Recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes entiers. — Forme des restes intermédiaires, du plus grand 
commun diviseur. — Propriétés relatives au plus grand commun diviseur. 

— Théorème d'Euler. — Condition nécessaire et suffisante pour que 
deux polynômes entiers aient un diviseur commun, d'un degré fixe. -« 
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Plus petit commun multiple. — Plus grand commun diviseur et plus 
petit commun multiple de plusieurs polynômes entiers. — Théorème de 
Gauss. — Rapprochements qui existent entre cette théorie et la théorie 
analogue relative aux nombres entiers. 

7. — Cas où le diviseur est de la forme a? — a ou oa? + 6. — Facteurs 
premiers d'un polynôme. — Divers théorèmes concernant le cas où les 
diviseurs employés sont de cette forme. — Identité formelle, identité 
fonctionnelle. — Il n'y a qu'une seule espèce d'identité dans le cas des 
polynômes entiers. — Un polynôme du n* degré est bien déterminé quand 
on connaît les valeurs qu'il prend pour n -h i valeurs de la variable. — 
Formule d interpolation d? Lagrange. — Idée de la racine multiple. — 
Un polynôme du n" degré égalé à zéro, ne peut pas avoir plus de n 
racines. — Enoncé du théorème de D'Alembert. — Décomposition d'un 
polynôme en facteurs premiers — Unité du mode de décomposition. — 
Relations entre les coefficients et les racines. — Un polynôme P est 
défini au point de vue fonctionnel, quand on connaît toutes les racines 
de l'équation P =o. — Diviseurs d'un polynôme entier. — Diviseur scom- 
muns à deux ou plusieurs polynômes. — Multiples communs & deux ou 
plusieurs polynômes. — Quelques propriétés particulières aux polynômes 
k coefficients réels. 

8. — Ce qu'on entend par résoudre vne équation, — Trouver, d'une 
façon élémentaire, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équa- 
tion du troisième degré, à coefficients réels, ait toutes ses racines réelles 
et distinctes. — Racine cubique d'une imaginaire. — Résolution et dis- 
cussion de l'équation du troisième degré, à coefficients quelconques. 

— Exemples divers. 

9. — Racine carrée d'un polynôme entier. — Racine cubique. — Racine n». 

— Application : mettre un polynône du quatrième degré sous la forme 
aT*H-6Ti, T et T, désignant des trinômes du second degré. — En dé- 
duire la méthode de Ferrari pour la résolution d'une équation du qua- 
trième degré. — Exemples et Exercices. ~ Équation bicarrée et équation 
réciproque du qpiatrième degré. — Exemples numériques, avec des 
coefficients réels ou imaginaires. 

10. — Fonctions : mesure des longueurs. — Introduction de l'idée de 
limite. — Suites convergentes de longueurs rationnelles par rapport à 
l'unité, de nombres rationnels. — Rapport de deux longueurs. — Repré- 
sentation des nombres réels par les segments d'une ligne droite, axe 
des nombres. — Propriétés simples des segments en ligne droite. — Inter- 
valle. — Ensemble des nombres jouissant d'une propriété commune. — 
Variable indépendante réelle. — Fonction réelle. — Fonction finie. — 
Fonction infinie en un point. — Exemples numériques. — Continuité. -— 
Exemples de fonctions continues. — Propriétés simples des polynômes 
entiers èi coefficients réels, concernant la continuiié. — Fonction con- 
tinue dans un intervalle. — Deux définitions ; identité des deux déiini- 
nitions. — Théorème de Gauchy, sur les fonctions continues. — Somme, 
produit, quotient de fonctions continues. — Continuité des polynômes 
entiers. — Fonction croissante, décroissante. — Maximum, minimum. — 
Axes de coordonnées. — Représentation $;rrapbique de la marche d'une fonc - 
tion continue, sauf en des points isolés, où elle devient infinie. —Exem- 
ples numériques simples. — Valeurs indirectes en un point de disconti- 
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nuiié polaire. ~ Appliquer les principes précédents à Pétude des fonctions : 

I ax-\~h I 



ax-hb a'x-^b' " " ax*-\'2bx-hc 

I ox* -t- 26a; -f- c 
y =00^ -h 2035* -h c, y = ~-r— — 7— ) y = -;— ,• — Remar- 

ques suggérées par ces études. — Idée de la dérivée. ^ Importance de 
cette idée. — Propriétés simples des fonctions finies dans un intervalle, 
ayant une dérivée. — Recherche directe de quelques dérivées. — Dérivée 
d'une somme, d'un produit, d'un inverse. — Nouvelle étude de la frac- 
tion rationnelle, à i'aide de la dérivée. — Ëtude des variations du polynôme 
du troisième degré, à coeflScients réels. — Appliquer, sur chacun des 
exemples choisisl, es définitions et les idées fondamentales. — Théorèmes 
divers sur les maxima et minima. 

Nota. — Tout ce qui est relatif à la mesure des longueurs et à la repré- 
sentation géométrique des nombres réels pourra être placé au commence- 
ment de la Trigonométrie, si l'on préfère traiter cette partie du programme, 
avant ce qui précède. (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Lemoine, à propos du problème traité par M. Lau- 
vernay, dans le précédent numéro, une lettre fort intéressante que nous 
reproduisons ici : 

Mon cher ami, 

Le problème dont s'occupe M. Lauvernay, J. E. 1890, p. 2G5, 
a une histoire; ce qui suit en est le chapitre que je connais. 

C'est le problème proposé en 187o au Concours général de 
mathématiques élémentaires; M. Aubert, professeur au lycée 
de Rennes, en a donné la solution, en 1876, dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, p. 318. J*en ai indiqué une autre, très 
différente, avec une construction fort simple des centres des 
circonférences cherchées, dans \ix Nouvelle Correspondance mathé- 
matique /WO, p. 513; j'y suis revenu, en le généralisant 
beaucoup, au Congrès d'Oran de r Association française en i888, 
p. 167; le problème reparait dans Mathesis sous la forme de 
la question 679, 1890, p. 72, ainsi que le montre M. Neuherg 
{Mathesis 1890, p. 260). Enfin j'ai repris la question cette année 
au Congrès de Limoges de V Association française. 3 q montre qu'elle 
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s*est très fréquemment présentée sous des formes variées et 
qu'elle a, par suite, une certaine importance dans la géométrie 
du triangle. 

Dans mon travail du Congrès de Limoges, je donne un très 
grand nombre deformules, que je crois nouvelles, pour la plu- 
part et qui s'obtiennent en exprimant les formules symétriques 
par rapport aux trois côtés a, 6, c d'un triangle, en fonction 
du périmètre, p du rayon r du cercle inscrit el du rayon R du 
cercle circonscrit; ainsi la quantité 

a(p — a) -h bip— b)-hc(p — c) 
que M. Lauvernay représente par T, pour abréger l'écriture, 
est égale à: 2r(4R + r). Cela conduit naturellement à des 
expressions un peu plus simples que celles qu'indique 
M. Lauvernay. 

Le problème traité à Limoges comprend la solution du pro- 
blème suivant : Trouver les centres et les rayons des circonférences 
tangentes aux trois circonférences qui, dans le triangle ABC, ont 
respectivement pour centres A, B, C et pour rayons a, b, c (cir- 
conférences que vous avez rencontrées, le premier, je crois), 
et de nombreuses autres questions. 

Bien cordialement à vous. E. Lemoine. 



M. Mosnainous a adressé la lettre suivante dans laquelle il propose une 
solution très élégante de la question 32. 

Voulez-vous me permettre, à mon tour, de vous envoyer 
une solution de la question 32, plus simple que celle qui a été 
donnée par un abonné, dans le dernier numéro du Journal de 
Mathématiques élémentaires (p. 281). 

En appelant a, p, y les coefficients de la seconde équation, 
la condition pour que les deux équations aient une racine 
commune peut s'écrire ainsi : 

(- 63 + 2ay + 2ca)2 = (6« - 4ac)(p* - ^<xy), 
et comme — ôp -H 2ay -h 2C% = o, 

il en résulte 6* — ^ac = o, ou p* — 4ay = o, 
ce qui démontre que l'une ou l'autre des équations données a 
ses racines égales. 
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Nous signalons, avec le plus grand plaisir, à raltention des professeurs 
et à celle des candidats à l'École militaire de Saint-Gyr, les ouvrages 
suivants qui viennent de paraître k la librairie F. Alcan, 108, boulevard 
Saint-Germain. 

1° Cours d'Algèbre et applications de l'Algèbre à la Géométrie, 
par M. CoMBETTE. — 1 vol. in-8", avec fig. dans le texte : 10 fr. 

2'* Cours de Cosmographie et de Topographie, par MM. Gombettb 
et PoRCHON. — 1 vol. in-8», avec figures dans le texte et 6 planches hors 
texte : 3 fr. 50. 

3» Cours de Géométrie descriptive, par M. J. Garon. — 1 vol in-8° 
avec un atlas de 16 planches gravées sur cuivre, contenant 170 figures ou 
épures (ligne droite et plan): 5 fr. — En cartonnage anglais : 6 fr. 

Supplément à l'usage des candidats à l'École de Saint-Gjr, 1 volume 
in-8" avec atlas de 16 planches gravées sur cuivre, contenant 80 figures 
ou épures (cônes y cylindres et sphères) : 6 fr. — En cartonnage anglais : 7 fr. 

On sait que le programme d'admission à l'École de Saint-Gyr a été 
notablement modifié au mois d'octobre dernier. On y a introduit des 
notions de Topographie et les commencements de la Géométrie analytique. 
J'ai lu, notamment, avec le plus vif plaisir, le Gours de Topographie que 
MM. Combetle et Porchon offrent aux candidats à l'École militaire. J'y 
ai constaté les qualités d'exposition qui sont attachées à tous leurs ou- 
vrages et j'y ai gagné d'apprendre une foule de choses intéressantes, des- 
quelles j'étais, jusqu'à celte lecture, assez ignorant. Mais, après avoir 
loué ces ouvrages sans réserve, je ne puis m'empôcher de dire combien 
je trouve inopportune et fâcheuse celte tran- formation des programmes 
deTÉcoUi Militaire. 

L'idée 3e la représentation du point et des lignes du second degré 
sous forme réduite, par la méthode cartésienne; et la discussion, surtout 
sur des exemples numériques, des courb s qui correspondent à l'équa- 
tion 

ax'^ -\-bx -h c 

^ ~~ aV + b'x -h c ' 
toutes choses, si nous avons bonne mémoire, qu'on a faites de tout temps 
dans les cours d'Élémentaire?, qui préparent à Saint Gyr, suflâsent large- 
ment, à notre avis, aux candidats à cette école, et nous n'avons guère 
compris l'utilité, pour eux, de ces notions générales de Géométrie ana- 
lytique, telles que la classification des lignes du second ordre; la réduction de 
l'équation générale des coniques; la détermination des tangentes^ des asymp- 
toteSj des voints d'inflexion, etc. 

Nous comprenons encore moins l'idée qu'on a eue d'iutroduire, dans 
ce cours, un programme de topographie. 11 nous avait toujours paru et la 
lecture que nous avons faite de l'excellent ouvrage que nous signalons à 
l'attention de nos lecteurs, élèves ou professeurs, a singulièrement con- 
firmé chez nous celte opinion, que la topoQ:raphie était, avant tout, une 
science d'application. Elle ne peut être comprise convenablement, si nous 
la jugeons bien, qu'à la condition de mettre entre les mains de ceux qui 
l'étudient les instruments dont elle fait usage ; il faudrait, en outre, con- 
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duire fréquemment les élèves sur le terrain pour leur apprendre leur 
maniement. Est-ce là ce que Ton veut? Assurément non. On sait très bien 
que, au minimum, trois mois de pratique continue seraient nécessaires 
pour former un élève médiocre en cette partie. Alors qu'arrivera-t-il? C'est 
que nos candidats, bon gré mal gré, apprendront par cœur les matières 
de leur programme de topographie et, pour la plupart, sans les compren- 
dre très bien. Arrivés à Saint^Gyr, on peut être tranquille, il ne leur 
en restera aucune notion précise et tout sera à recommencer. Il eût 
peut-être mieux valu laisser le cours de topographie à l'école même; il 
était là à sa vraie place. Mais nous vivons à une époque où le progrès 
consiste à tout compliquer, à tout modifier, les changements opérés 
fassent-ils parfaitement mauvais. G. L. 



QUESTION 322 

Solution par M. B. Sollertinski, à GatscMna. 



Soient F le point ou la symédiane issue de A du tnangle ABC 
coupe le cercle circonscrit à ce triangle^ Fp et Fy les perpendicu- 
laires abaissées, de ce point, sur AB et sur AC. Si, par les sommets 
B et C, on mène deux antiparallèles quelconques BB' et CC, relor 
tivement à l'angle BAC, el si ces droites coupent respectivement 
Fp et Fy en B^ et en G^ ; la parallèle à AB, menée de B^, et la 
parallèle à AG, menée de G^, se coupent sur la tangente, en A, au 
cercle ABC. (d'Ocagne.) 

Puisque 

(1) pFy = 2 - A = BFC, 

on a, en retranchant la partie commune, 

pFB = yFG. 
Les triangles semblables 
pFB, yFG donnent : 
Bp __ Fp 

G^ " F^'* 

Les triangles BB^p, GCiy 

sont rectangles et donnent 

Bp^B^p 

Gy G,y* 
Donc 

On conclut, de là, que la parallèle à ÀB, menée par B, et la 
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parallèle à AG, menée par G, , se coupent en J, sur la droite AF 
ou sur sa conjuguée harmonique. Mais, d'après (1), si Tun 
des points p, y est sur BG, Tautre doit se trouver sur le pro- 
longement de ce côté. Par suite, si Tun des points B^, G^ est 
dans Tangle BAG, l'autre est dans l'angle adjacent. Donc le 
point J ne peut se trouver sur AF; donc AJ est conjuguée 
harmonique de AF; c'est-à-dire que A est la tangente, en A, 
au cercle circonscrit. 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous n'avons rien supposé 
quant à la position de la droite AF; la proposition énoncée 
est donc vérifiée si, au lieu de la sy médiane AF, on prend une 
droite quelconque. Le point J est toujours sur la conjuguée 
harmonique de cette dernière droite. 

QUESTION 339 

l^lation par M. B. Sollertinsky, à Gatschiua. 



Soit ABDG un parallélogramme quelconque^ et soient A', B', G' 
les seconds points de rencontre des droites DA, DB, DG avec la 
circonférence circonscrite au triangle ABG. Démontrer que la 
droite A'D est la moyenne géométrique y en grandeur et en position^ 
des droites A'G', A'B'. (A. Gob.) 

Les droites A'B' et AB, AGet A'G' étant antiparallèles, les 
tiiangles A'B'D et BAD, GDA et A'DC sont semblables. Dans 
le parallélogramme ABDG, les ^. 

triangles GDA, BAD étant /^'^'^^^^^^^p^^ ;7^ 

égaux, les triangles A'B'D, / y^ ^ ^^^ 
A'DG' sont semblables. On a, / X .--""/ y X 
par suite, Xy^--" J- \c 

A/B' _ a;;d '^ / /j 

A'D ""A'G'* \ //y 

D'après cela, A'D, qui appar- ^--^..iil-'-^^^^ 
tient à la bissectrice de l'angle ^ 

des droites A'B' et A'G' représente, en grandeur et en posi- 
lion (*), la moyenne géométrique des droites A'G', A'B'. 

[*) Celle expression nous paraît critiquable; pourquoi, en position? 

G. L. 
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QUESTION 354 

Sk>latioii par M. Ignacio Betens, capitaine du Génie à Cadix. 



On donne a et a,; puis on calcule a^ a,,... an, par voie récura- 
rente, au moyen de la formule 

a(il — i)a,» = aia„_i + a2a„_2 + . . . -4- a^^ia^. 

Démontrer que les nombres a^ a^... a„ forment une progression 
géométrique, (G. L.) 

Si Ton suppose n = 2, on a 

«2 = - • 

a 
Si n = 3, 2aa3 = 2oli'x^ 

d OU a. :-:= zz=z — . 

a a' 
Si n = 4, on a 

o 2 ^°^i 

oaoCi = a^ag 4- a2 + agai = — - . 

a* 

/y* 

d ou a. = — . 

a^ 

Ainsi, les valeurs «j, aj, «3, a^ forment la progression géo- 
métrique : 

af a\ a\ 

Pour établir la proposition, nous supposerons que 

n-l 

ai 

et nous prouverons que a„ = -j^. 

D'après la loi de récurrence, on a 

aï . aï • aï (n-l)aï 



d OU a „ = . 

Nota. — Autre solution pa»» M. B. Sollertinsky. 



2 • ^«-2 
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QUESTION 355 

Solution par M. G. Tarry. 



On dorme deux droites rectangulaires A, M se coupant en 0, et 
un point fixe P. Par ce point P, on trace une droite mobile coupant 
A, A', aux points A, A. Soit T la circonférence circonscrite au 
triangle OAA'. La droite qui joint le milieu OA au point qui, sur 
r, est diamétralement opposé au point 0, coupe F en J. Trouver 
le lieu géométrique de ce point J. Ce lieu est une circonférence, 

(G. L.) 

Le point A et le point milieu M de OA décrivent deux divi- 
sions homographiques, dont est un point double. 

La droite MI coupe A' en un point B', symétrique de A' par 
rapport à 0. 

Par conséquent, A' et B' décrivent deux divisions homogra- 
phiques dont est un point double. 

La droite AA' passant par un point fixe, A et A' décrivent, 
sur A et A', deux divisions homographiques, dans lesquelles 
le point se correspond. 

Il résulte de là que les points M et B' décrivent sur A et A' 
deux divisions homographiques, dans lesquelles le point 
se correspond. 

Par conséquent, la droite MB' passe par un point fixe Q. 

Le point I est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point sur cette droite. 

Donc le lieu, du point I est la circonférence décrite sur OQ 
comme diamètre. 

Nota. -— Autro solution par M. PhUastre. 

M. B. SoUertinsky, dans la solution qu'il nous adresse, généralise la 
question et en déduit une solution de la question 365. 

Voici cette généralisation, que nous laissons au lecteur le soin de vérifier. 

Soit ABGD un parallélogramme variable ayant un angle fixe B et dont la 
diagonale AG passe par un point fixe P. 

La circonférence A, décrite sur Vautre diagonale BD et capable d'un angle 
donné % rencontre la droite DM, divisant BG dans un rapport donnéj en un 
point J (jbnt le lieu est une circonférence. 



*' 
> 
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QUESTION 361 

SolatloB par M. B. Sollertinsky, à Gatschina. 



Trcuver la valeur^ pour x = i , de to fraction : 

(x"» — i^x** — i) — mn(x — I )* 

(^-V^' * (Dellac.) 

On a 

«"•— i = [i— (a?— i)]"*— i=m(a;— i)h — ^^ ^(a? — 1)«-+-.. • 

, , n(n— i) , ,. 

x** — i = n(â5- i) H ^(a?— i)*-H... ; 

1.2 

d'où résulte 

(a;'^-i)(x^-i)=wn(a:-i)*H ^^ ^(a;-i)«-4-«l(a:— i)*; 

et, par suite, 

(a?— !)• 1,2 ^ ' 

Donc, la valeur cherchée est 

mn{m 4- n — 2) 

_— ^-^— — ^-^-^.^— ____ • 

1 .2 
On doit observer que cette démonstration exige la simple 
connaissance des trois premiers termes du développement de 
(a + a?)*^, et Ton peut les obtenir, élémentairement, sans avoir 
recours à la formule du binôme. 

On pourra démontrer, de la même manière, que la valeur^ 
pour X = I , de V expression 

(xPi — i)(xP2 — i)...(xP« — i) — PiPj...pn(a;— i)»» 



e^^ 



(x -!)»»+* 
PtP«- • .Pn(Pi + Pa + . . . 4- Pn - n) 



I .2 

En général^ si Ton pose 

Pi-hp^-^ ... +Pn-n = m, PiPi...pn = bi 
on a, pour x = a, 

(ce — 0)**+* ) 1.2 

Note. — Autre solution par M. Pietro Marano, étudiant privé à Gatane^ 
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QUESTIONS PROPOSEES 



381. — 1® Exercice numéiuque. Simplifier la somme des 
fractions 

(2n-+-i) ^ (2n-3) ^ 



3 . 5 . 7 . . . 2n + I 5 . 7 . . . 2n — I 

(2W - 7) \j__i:j_____ ^ _ , ^ pourn = 7, 8, 9, 10, . . . (*). 

7.9 ... 2n — 3 

► 

2® Théorème. La somme des fractions considérées dans la ques- 

tton précédente, est ou , suivant que n est pair ou 

n-Hi n-h2 ^ ^ 

impatr. 

, 3® Théorème. Soit n un nombre entier; soit k un nomèrc entier 
inféiHeur an. On a 

I k k(k-i) 



• • • 



n — k (n — k)(ii — k-H i) (n— k)(n— k + i)(n— k4-2) 

k(k — I ) ... I I 

dtr ^ = - • 

(n — k)(ii — k + i) . . . n n 

(E. Catalan.) 

382. — Si dans un triangle on considère les quatre cercles 
tangents aux trois côtés dont les centres sont 0, Oa, Ob, od et 
si §9 ffai 9b9 Qc sont les quatre points de Gergonne de ces quatre 
cercles : 

1® Les quatre droites og^ OaÇat ObÇb, OcQc se coupent au symé- 
trique de Torthocenlre par rapport au centre du cercle cir- 
conscrit. 

2® Si s, Sa, 5b, Se, sont les points où ces quatre droites coupent 

une droite quelconque, le rapport anharmonique — :-^^a 

SSc S(iSc 

bHa^ - c«) 
pour valeur: --7— — r-f- ,„ , 

^ c\a^ - b*) (E. Lemoine. ) 

{*) Le dernier produit, en numérateur, est n ou (n — i]n, selon que n 
est pair ou impair i 
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383. — On considère deux circonférences A, A' telles que 
Tune d'enlre elles, A', passe par le centre de A. Les tangentes 
communes à ces circonférences touchent A' aux points A, B. 
Démontrer que AB esl tangente à A. (G, L.) 

384. — Dans un triangle ABC, les perpendiculaires en B, G, 
à AB, AG rencontrent AC, AB en D, E. Démontrer que, si une 
parallèle quelconque à BG rencontre AB, AG en F, G, Taxe 
radical des circonférences BGD, GFE passe par A et par le 
centre de la circonférence ABG. (Bernés.) 

3Ô5. — Dans Tanglc A d'un triangle ABG et dans son 
opposé par le sommet, on trace deux droi'es DE, D'E' anti- 
parallèles à BG et équidislantes de A. Faire voir que si M est 
la rencontre de BE et GD, et M' la rencontre de BE', GD', les 
droites AM, AM' sont conjuguées harmoniques relalivement à 
la médiane et à la Sy-médiane issues de A, dans le triangle ABG. 

(Bernés.) 

388. — DE étant une parallèle quelconque à BG entre AB 
et AG, F la rencontre des perpendiculaires à AG en E et à AB 
en B, et G la rencontre des perpendiculaire à AB en D et à 
AG en G, démontrer i^ que FG est perpendiculaire à la Sy- 
médiane issue de A; 2° que la distance du centre de la cir- 
conférence ABG à la droite FG, comptée sur le diamètre AO, 
est égale au rayon du cercle ADE. (Bernés ) 

387. — Quel est le plus petit nombre entier, premier avec 

I, 2, 3. ... n? 

(E, Catalan,) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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APPLIGATIOISS 

DE LA THÉORIE DU CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES 



COORDONNÉES QUADRIPOLAIRES 

Par M. li* Bénezech* 

{Suite et fin, v. p. 3). 



6. Applications. — 1® En introduisant dans l'équation (l) 
YSa^pi — Saïa^rfia = o, la puissance P, du point courant M, 
par rapport à la sphère circonscrite au tétraèdre de référence, 
cette équation prend la forme très simple £«1^1 -H VP = o, 
car on a : 



P = - 



Sa^ajdij 



2® La puissance du centre de gravité d'un tétraèdre, par 
rapport à la sphère circonscrite, étant ^ ; on a, en appe- 
lant GG la distance de ce point au centre de la sphère, 



GG' -^ R» - 

16 

On trouverait, de même, la formule, IG^ = R* — 



2 _ r>« ^i^a^ii 

I désignant le centre de la sphère inscrite et 5^, «,... les aires 
des faces du tétraèdre. 

3® Considérons le point M(a4, a,, a,, a^) comme appartenant 
à la sphère déterminée par les points (M, A^, A„ AJ. On a, 
d'après l'équation Sa^pi + VP = o, 

ayi = -VP, 
p[ désignant la puissance du sommet A,, relativement à la 
sphère (MAaAjA^). 

De même, en considérant le point M comme appartenant, 
successivement, aux sphères (M, A,, A4, A^), (M, A4, A^, A,), 
(M, Al, A,, A,), et en désignant par j»î, p^\ pj^, les puissances 
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respectives des sommets A„ As, A^, par rapport à ces sphères, 
on trouve : 



a< 



a, 



I 



— I 



I J_ J_ 

Pi P2 Pz 
équations d'oii Ton tire : 

I I ' ' . ' ^ 

Pi Pi Pz Pï P 
On énoncerait, sans difficulté, les Ihéorèmes qui corres- 
pondent à ces relations. 

Remarque. — Par une méthode identique, on trouvera aisé- 
ment des résultats analogues pour la géométrie du triangle. 
En particulier, les formules correspondantes à celles qui 
sont mentionnées ci-dessus, résolvent immédiatement la ques- 
tion 373. 

7. Sphère circonscrite au tétraèdre de référence. — 1® En 
supposant, dans la relation que nous avons donnée (Application 
des déterminants à la Géométrie^ J. E., p. 220) entre les dis- 
tances respectives de cinq points d'une sphère à quatre points 
quelconques de l'espace, que les points M^, Mj, Mg, M^ 
coïncident respectivement avec les points A^ , A^ , A3 , A* , il 
vient, en désignant par X^, X^, Xj, X^ les coordonnées quadri- 
polaires d'un point quelconque de la sphère, 

o di2 di8 ^u 

d. 



al 



d 

dsi d 

du 

X? 



o 



S2 



^42 



^23 
O 



"ai 



d 



^*8 
^1 



S4 

O 

2 



xï 



= 0; 



équation cherchée. 

En développant le déterminant du premier membre, par 
rapport aux éléments de la dernière ligne, on la met sous la 

forme 

(1) XÎD, + XlD, + XID3 + XID4 - D = o. 

Si Ton fait coïncider, successivement, le point (X^, Xj, X3, X^) 
avec les sommets A^, A„ A,, A, du tétraèdre de référence, 
réquation (1) nous donne les identités : 
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o.Dj + dta.D, -+- rfia.D, -^ di^.D^ — D = o, 
dji.Di H- o.D,-h(/„.D3-h rfjj.D^ — D = 0, 
d,i.Di + d„.Dj-+- o.D8-+-d,4.D4 — D = o, 

d^^.D^ + ^«.1)2 + ^43 -^8 + O'D* — D = o, 
que nous avons déjà signalées (J. E., 1890, p. 242). 

2® D'après ce qui a été dit plus haut, relativement à l'équa- 
tion d'une sphère en coordonnées quadripolaires, on peut 
écrire immédiatement ainsi l'équation cherchée, 

ou bien, en observant que 

(2) Sa'iXÎ - 2VR« = o. 
D'ailleurs, l'équation (2), eu égard aux relations : 

ai __ a2 _ «3 _ «4 __ 2VR* 

s; ■"d;~d"3"'d;"'"1d"' 

se ramène à la forme trouvée précédemment. 

8. — Plus généralement, proposons-nous de trouver l'éçiia- 
fion quttdripolaire (Tune sphère concentrique à la sphère drcon- 
scrite au tétraèdre de référence. 

Soit p le rayon de celte sphère. On sait que l'équation 
cherchée peut être écrite ainsi : 

vsa;xî - Saiai/12 - yy = o, 

ou 

(3) Sai'XÎ - V(R« + p«) = o. 

Lorsque le tétraèdre de référence est régulier, cette équa- 
tion devient 

(4) SX? - 4(R« + p«) = o. 

De cette équation (4), on peut déduire certains théorèmes 
de géométrie; par exemple, les suivants : 

^® La somme des carrés des distances d'un point quelconque de 
la sphère circonscrite à un tétraèdre régulier aux sommets du 
tétraèdre, est égale à huit fois le carré du rayon de la sphère, 

2® Lorsque deux tétraèdres réguliers A1A2A3A4, AiA2A3'A4 sont 
inscrits, respectivement, à deux sphères concentriques; si Von 
prend deux points quelconques P, P', sur chacune de ces sphères, 
on a 
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A propos de cette dernière proposition, voici le théorème 
général dont elle est un simple corollaire : 

Lorsque deux polyèdres réguliers ^ d'un même nombre de sommets 
Al, A,, . . . An, Al, A2 . . . An, sont inscrits, respectivement, à 
deux sphères concentriques ; si Von prend deux points quelconques 
P, P', sur chacune de ces sphères, on a la relation : 

En effet, le centre des moyennes distances de chacun des 
polyèdres coïncidant avec le centre des sphères, on a : 

SPÂ;* = np'« + npS 

et SFÏ^* = np« H- itp'% 

(p, p', rayons des deux sphères); d'oîi résulte le théorème 

énoncé. 



LES PROGRÈS 

DE LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE, EN 1890; 

Par M. E. Tiffarlé. 
{Suite, voir p. 8.) 



3. Éléments de Brocard. — Cette année, comme les 
précédentes, les questions qui se rapportent aux éléments de 
Brocard ont été très étudiées. 

La boutade de M. Schlomilch (Journal d'Hoffmann, i 889), dans 
laquelle le géomètre allemand s'élevait contre les dénomina- 
tions de point et angle de Brocard, est encore présente à l'es- 
prit de tous, et nos lecteurs se rappellent aussi la brillante 
réponse de M. Morel (J. E. nov. 1889). M. Mansion a résumé 
(Crelle ou Brocard. M. 1890, pp. 28-30; les deux articles dont 
nous venons de parler. Sa note se termine ainsi : 

« Il n'y a plus à revenir sur ces dénominations trop universellement env- 
ployées pour qu'on puisse les changer utilement. D'ailleurs le pût^on, il vaudrait 
mieux ne pas le faire. Crelle, dans sa longue carrière^ a lui-même oublié son 
mémoire de 4846 et délaissé la géométrie. M. Brocard, au contraire, tout comme 
M. Lemoine, n*a cessé de travailler aux progrès de la géométrie récente, dans 
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les rares loisirs que bii laissent fes labeurs professionnels. Il est juste que les 
noms de Vun et de l'autre restent indissolublement unis à la terminologie de 
cette partie de la science, comme Va proposé Af . Neuberg. » 

Nous avons donné une analyse de l'ouvrage que Crelle a 
publié en 1816 {Sur un ouvrage de Crelle. J. B. 1890 pp. 32-35) 
et nous avons montré {Le 476^ porisme (TEuclide et ses consé- 
quences. J. E. 1890, pp. 83-86) comment, de la connaissance du 
176" porisme d'Euclide, on peut déduire les propriétés les plus 
élémentaires du cercle, des points et de Tangle de Brocard. 
Une démonstration de ce porisme, plus simple que celle de 
Ghasles, a été donnée par M. A. C. {sur le i76^ porisme d'Euclide. 
M. 1890, p. lia). Une deuxième démonstration a été indiquée 
par M. Lauvenay (J. E. 1890, p. ISl). 

Parmi les théorèmes, fort nombreux, qui se rapportent aux 
éléments de Brocard, nous devons signaler le suivant (Lemoine, 
loc. cit.). 

Si Von joint les trois sommets d'un triangle ABC à deux points inverses quel- 
conques ù>i o),; que par ca,, a>3 on mène les perpendiculaires respectivement 

à A(0|, Ao), se coupant en la, 

à Bwi, Bo), — Ib, 

à G(i)|, Co), — le î 

Les droites AI^, BI5 , Cl c se coupent en I sur le cercle circonscrit et la droite 

de Simson de 1 est perpendiculaire à la droite tùitû^. Si a>i et (03 sont les points 

de Brocard, I est le point de Tarry. 

Cette proposition nous a été communiquée, simultanément, 
par MM. Lemoine et Tarry. 

Dans une Note récente {Quelques formules relatives aux 
triangles rectitignes; mémoires couronnés et autres mémoires 
publiés par V Académie royale de Belgique. 1890, tome XLIV). 
M. Catalan a considéré les points et Tangle de Brocard et a 
évalué quelques distances. Soit c» Tangle de Brocard, Û^ 
et û, les points de Brocard, I le centre du cercle inscrit; on 
trouvera dans ce mémoire les formules suivantes : 

Où* =^*(a* + 6* + c* - n*) = R» — BÛj.Cû,. 



û,û,=— -->/a*-+-6^-hc*— n* = Où, -t-- 
n* ' n* 



2Rr 



lû,* =— [a*b{a - 6) -H 6«cl6- c) -H c^a{c - a)], 
Tô;' -hîû;» = S—^ [(2R-r)i)«^ r(4R4- r)«] ; 
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en posant 

m* = o* + 6* -h c>, n* = 0*6* 4- 6*c> 4- c*aS 2p = a + 6 -h c. 

Enfin M. Catalan résout le problème suivant 

Les droites AM, BM, CM rencontrent en U, V, W tes côtés BC, CA, AB du 
triangle ABC. Déterminer 4* les longueurs x, y, z des droites AU, BV, CW ; 
:»• tes dtstonces AM = u, BM = v, CM = w. 

M. Catalan après avoir posé BU = a', CU = a', ... trouve 

, d'à" -h 6>a' — au a" 

X* = > 

a 

avec des expressions analogues pour y* et z^; puis 

u V w 

sinp" ■" sin a' "" siD(a' + P")' 
a6"a; 6c"i/ ca"z 

U = ^rr. 77.9 t;=-— 2^_, ti; — 



aô" + a'b' hc" 4- 6'c ca" + c'a' 

a', a", p', p", y', ï" désignant respectivement les longueurs AW, AV, BU, 
BW, CV, eu. 

Nous devons signaler aussi deux Mémoires, dus à M. A. 
Millier, insérés dans les Archives de Grunert-Hoppe (1890) : 

1® Ueber den Brocard' schen Kreis als geometrischen Ort und 
die demselben verwandten Kegelschnittschaaren (26 pages) ; 

2** Ueber Kegelschnitte die zu dem verallgemeinerten Bro- 
card' schen Dreiecke in Beziehung stehen (44 pages). 

4. Foyers de Steiner. — MM. Neuberg et Gob (sur les 
foyers de Steiner d'un triangle. A. F. Paris 1889, pp. 179-196) 
appellent foye^'s de Steiner, dans un triangle, les foyers de 
Tellipse qui touche les côtés en leurs milieux. Us ont donné de 
ces points un grand nombre de propriétés dont voici les prin- 
cipales : 

y" Si Von transforme un triangle par polaires réciproques ^ en prenant pour 
centre du cercle directeur le point de Lemoine K, ce point sera un foyer du 
triangle transformé (Proposition due à M. Hadamard J. S. 1885, p. 41). 

2. Si F est un foyer d'une conique touchant les côtés du triangle ABC aux points 
A', B', G' les droites FA', FB', FC seront les isogonales des droitesFA, FB. FO 
par rapport aiuc angles BFG, CFA, AFB. Donc, si F est un foyer de Steiner du 
triangle ABC, les droites AF, BF, CF sont les symédianes des triangles BFG 
CFA, AFB. 

3. Les foyers de Steiner d'un triangle sont les points de Lemoine de leurs 
triangles podaires. 
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4. Le centre de gravité G d'un triangle est un foyer deSteiner dé son triangle 
podaire, 

5. Les droites joignant les somrmU d'un triangle à un foyer de Steiner sont 
invei^sement pi-oportionnelles aux sinus des angles sov>s lesquels on voit de ce 
foyer les côtés opposés de ABC. 

6. K étant le point de Lemoine d*un triangle ABC e^ 0, Oa, O5 , Oc étant les 
centres des cercles circonscrits aux triangles ABC, KBG, KGA, KAB les points 
O et K sont les foyers de Steiner du triangle Oo Ob Oc . Les quadrilatères 
OBOaG, OGObA, OAOç B 5on« équivalents. 

7. Soient Ki, A' les points de rencontre de la symédiane AK avec les circon- 
férences ABG, KBG : Ki est un foyer de Steiner du triangle A'BG. 

8. H étant l'orthocentre du triangle ABG, on prend sur IIA, HB, HG les 
longueurs HA', HB', HG' égales aux hauteurs correspondantes : H est un foyer 
de Steiner du triangle A'B'G^ 

9» Soit Q le point de Brocard de ABG tel que Q AB = û BG = ÛGA. On mène 
les droites ÛM, UN, ÛP parallèles à BG, GA, AB et terminées en M, N, P à 
CA, AB, BG : û est un foyer de Steiner de MNP. 

40. Le centre de gravité d'un triangle ABG est un foyer de Steiner du second 
triangle de Brocard AaBjGa. 

H. Soient A'B'G' le triangle podaire de A.BC par rapport au point de Lemoine 
K, 0) et <ù' les angles de Brocard des triangles ABG, A'B'G' ; Vangle w' dépend 
uniquement de a>. 

MM. Neuberg et Gob ont donné aussi plusieurs propositions 
se rapportant aux Angles de Steiner. Ils appellent ainsi les 
moitiés des angles, aux sommets, de deux triangles isoscëles 
équibrocardiens avec le triangle donné. Le plus petit de ces 
angles est le premier angle de Steiner^ Tautre est le second 
angle de Steiner. 

5. Axes de Steiner et Hyperbole de Kiepert. — 

La droite qui joint les foyers de Steiner, et celle qui est per- 
pendiculaire au milieu de la droite qui joint ces deux points, 
sont les axes de l'ellipse maxima inscrite au triangle et aussi 
ceux de son anti-complémentaire : Tellipse deSteiner. Pour ce 
motif MM. Neuberg et Gob (Sur les axes de Steiner et r hyperbole 
de Kiepert. A. F. Paris, 1889, pp. 166-179) ont appelé ces droites 
Axes deSteiner, Les axes de Thyperbole de Kiepert étant paral- 
lèles aux axes de Steiner, l'étude de ces derniers devait 
entraîner une étude de la conique de Kiepert; c'est ce qu'ont 
fait MM, Neuberg et Gob. Après avoir donné, pour plus de 
clarté, de nouvelles démonstrations de propositions déjà 
connues, MM. Neuberg etGob ont fait connaître de nombreuses 
propriétés des axes de Steiner et de l'hyperbole de Kiepert. 
Voici les plus importantes : 
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4. Les axes de Steiner sont les droites joignant le centre de gravité G aua> 
points de rencontre de la circonférence ayant pour diamètre GII {H étant Tor- 
thocentre) ai^ec la droite joignant le point de Lemoine K au milieu de GH. 

Si Von remplace H par tout autre point de Vhyperbole de Kiepert, on a le 
théorème suivant : 

?. Une sécante quelconque, menée par le centre Q de l'hyperbole de Kiepert, 
rencontre les axes de Steiner en deux points par lesquels on mène des parallèles 
à ces axes; le point de rencontre de ces parallèles décrit l'hyperbole de Kiepert. 

3. Soient nia , 1115 , dOc , ^* intersections des côtés homologues du triangle corn- 
plémentaire A'B'C et du triangle orthocentrique h^ b ^ hg d'un triangledonné ABC. 
Par ces points 07i peut faire passer une infinité de triangles PaPbPc inscrits à ABC 
et perspectifs avec ABC ; le lieu des centres de perspective est Ihyperbole de 
Kiepert, 

4. Les côtés du triangle ra^nibmc louchent Vhyperbole de Kiepert en A, B, G; 
V orthocentre de maToai,mc coïncide avec le centre du cercle des neuf points 
de ABC ; les droites Am^, Bm^, Gmc sont perpendiculaires à GH. 

5. Les axes de Steiner sont parallèles aux droites de Simson des extrémités 
du diamètre OK de la circonférence ABC. 

6. Etant données deux ellipses concentriques et hom^thétiques, la normale en 
un point M de VeUipse intérieure coupe les axes aux points P, Q, et la tangente 
en M rencontre VeUipse extérieure en ^ y S : les angles KP S j RQS sont constants. 

7. Le lieu des centres des coniques circonscrites à un triangle donné^ et dont 
les axes ont des directions données est une hyperbole équilatère transformée par 
points inverses et par points anticomplé}nentaires, d'un diamètre de la circonfé- 
rence circonsanle au triangle, 

La proposition (6) donne la notion généralisée de Tangle 
de Steiner. 

(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR UN PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES 

A l'usage 

DE LA CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (a) 

Par M. Ilambert, professeur au Lycée Louis-le- Grand. 



Algèbre (suite), 

10. — Progressions arithmétiques. — Définition des progressions arith- 
métiques illimitées et limitées. — Raison. — Premier terme d'une progres- 
sion arithmétique limitée. — Terme de rang n. — Terme situé n rangs 
avant celui que l'on choisit comme point de départ. — Termes équidis- 
tants des extrêmes. — Somme des termes d'une progression arithmétique 
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limitée. -^ Somme des puissances semblables des termes d'une pro^i^ression 
arithmétique limitée. — Fonctions symétriques simples de ces termes. — - 
Moyens arithmétiques insérés entre deux nombres donnés. — Nombres qui 
font partie ou qui ne font pas partie d'une même progression arithmé- 
tique ayec deux nombres donnés a et &. — Représentation d'un nombre 
qui n'est pas moyen arithmétique par des suites convergentes de moyens 
arithmétiques. — Progressions géométriques. — Questions analogues. — 
Aperçu sur les progressions envisagées comme des suites infinies. — 
Séries. — Séries convergentes, divergentes.*— Application aux progres- 
sions. — Condition nécessaire de convergence. — Comparaison des séries 
aux progressions géométriques ; en déduire les deux règles simples de 
convergence. — Exemples divers. 

11. — Radicaux arithmétiques. — Généralisation de Tidée d'exposant. 

— Étude complète de Texponentielle à base positive et à exposant réel. 

— Définition des logarithmes au moyen des progressions arithmétiques et 
géométriques. — Logarithme d'un nombre quelconque. — Base d*un 
système de logarithmes. — Le logarithme d'un nombre est Texposant de 
la puissance de la base égale à un nombre. — Propriétés des logarithmes. 

— Passage d'un système de logarithmes à un autre. — module. -— Progres- 
sions de Néper. ^ Introduction du nombre e. — Propriétés de la fonction 
logarithmique. 

Trigonométrie. 

12. — Arcs positifs, arcs négatifs. — Arcs limités par deux points, arcs 
équivalents.— Relation entre les arcs déterminés par trois ou plusieurs points 
situés sur une circonférence. — Moyen simple d'évaluer Tare compris 
entre deux points d'un groupe, ou l'angle formé par deux droites d'un 
faisceau. — Circonférence trigonométrique, diverses unités d'arcs. — Pro- 
jections sur un axe. — Théorème des projections. Définition du sinus et 
du cosinus. — Formules évidentes. — Angle de deux directions positives. 
Projection orthogonale d'un segment, application à un contour polygo- 
nal. — Formules fondamentales, cos {a-\-b) et sin (o-h 6). — Fonctions tri- 
gonométriques. — Représentation géométrique des fonctions trigonomé- 
triques ou circulaires. — Variations des fonctions circulaires. — Courbes 
représentatives. — Périodicité des fonctions circulaires. — Valeurs indi- 
rectes de ces fonctions, en leurs points de discontinuité. — Arcs ayant un 
sinus donné, un cosinus donné, une tangente donnée. — Fonctions cir- 
culaires inverses. —Remarques sur les fonctions inverses et les équations 
sin y=Xf cos y=zXtigy = x. — Arcs équivalents. — Arcs complémen- 

taires. — Arcs supplémentaires. — Arcs dont la somme est — . — Arcs 
dont la diflérence est - , it, ou — . — Tableau de formules dans chaque 

2 2 

cas. — Ramener un arc au premier quadrant. — Calculer les lignes trigo- 
nométriques en fonction de l'une d'elles, discussion dans chaque cas. — 
Calcul des lignes trigonométriques de quelques arcs. 

13. — Addition des arcs, formules relatives à l'addition des arcs. — Cas 
de deux, de trois, de n arcs. — Problème général de Taddition des arcs. 
Exemples particuliers.— Discussion géométrique et analytique dans chaque 
cas. — Multiplication des arcs, formules relatives à la multiplication des 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉH. — 1891. 2. 



3i JOURNAL DE MATHEMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

arcs. — Cas de deux, de trois, de n arcs. — Problème général de la mul- 
tiplication des arcs. — Exemples particuliers, discussion analytique et géo- 
métricpie dans chaque cas. — Division des arcs, problème général de la 
division des arcs, trois cas. — Division par deux et par trois. — Étude 
complète de ces deux cas. — Résolution trigonomé trique complète de 
rôquation du troisième degré, k coefficients réels. 

14. — Construction des tables. — Inégalités : sin x<^x<igx ( o < a? < - j • 

sin X 

— Limite de ' pour a; = o. — Notions premières sur les infiniment 

X 

x^ x^ 

petits.— Démontrerles inégalités* a?— sina;<—, a;— sin aj<—. — Limites 

4 o 

entre lesquelles est compris le sinus ou le cosinus d^un petit arc. — Sin lo'' 
et cos io'% formules de Simpson, vérification et simplification des calculs 

— Disposition et usage des tables. 

15. — Transformations logarithmiques, sin p ± sin $, cos p =b cos </, 

rapports de ces sommes. — Transformer tg a dz tg 6, cotg a ± cotg 6, 

tg a H- cotg ou a, cotg a — tg o, i ±: cos a, sin a zt cos a, etc. — Rendre 

adzb 
logarithmiques les expressions a ± 6, _^ . — Même question pour les 

racines d'une équation du second degré ou du troisième degré et pour 
certaines expressions particulières. — Identités trigono métriques, absolues 
ou conditionnelles . — Relation qui existe entre les cosinus de trois 
arcs a, 6, c tels que l'ont ait a = b -h c, ou a -h 6 -f- c = it. — Trans- 
formation logarithmique de ces relations et de sin a + sin 6 + sin c, 
tg a -h tg 6 -H tg c, pour a + &-hc= u. — Autres exemples . — 
Somme des sinus de n arcs en progression arithmétique, somme des 
cosinus. — Sommes des carrés ou des cubes pour les sinus et pour les 
cosinus. 

16. — Equations trigonométriques, distinction entre une équation tri- 
gonométrique et une identité trigonométrique. — Résolution et discus- 
sion complètes de diverses équations trigonométriques, de divers systèmes 
d'équations trigonométriques. — Continuité des fonctions circulaires 
directes et inverses. — Dérivées de ces fonctions. — Applications simples. 

17. — Triangles. — Formules relatives aux trianp;les rectangles. — For- 
mules relatives aux triangles quelconques. — Étudier les systèmes de 
formules au point de vue de l'équivalence algébrique, complète ou non. 

— Formules donnant le rayon du cercle inscrit et les rayons des cercles 
ex-inscrits. — Rayon du cercle circonscrit. — Formules relatives à Taire 
du triangle. — Bissectrices, médianes, hauteurs, etc. — Coordonnées 
trilinéaires des points remarquables. 

18. — Résolution des triangles rectangles. — Résolution des triangles 
quelconques. — Problèmes variés sur la résolution des triangles. — Qua- 
drilatère quelconque. — Quadrilatère inscrit. — Quadrilatères circonscrits. 

— Applicationde la trigonométrie au lever des plans. 

.19. — Représentation géométrique de l'imaginaire. — Forme trigono- 
métrique de l'imaginaire, module, argument.— Addition des imaginaires. 

— Théorème relatif aux modules, démonstration géométrique, démonstra- 
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tion analytique. — Équation de la ligne droite, en coordonnées rectan- 
gulaires. — Produit de deux, de plusieurs imaginaires. — Quotient de deux 
imaginaires. — Puissance d'une imaginaire. — Formule de Moivre. — 
Racine m« d'une imaginaire, représentation géométrique du système des 
racines. — Comparaison de ce système de racines au système des racines 
m" de Tunité. 

20. — Formules relatives à l'addition des arcs, à la multiplication des 
arcs. — Division des arcs, résolution de quelques problèmes particuliers 
pouvant donner une idée exacte et complète des cas généraux. — Intro- 
duction des fonctions de 9, u = cos ç + t sin ç, v = cos ç — i sin ç. — 

Usage de ces fonctions. 

(A suivre,) 



DES COORDONNEES ANGULAIRES 

Solution des questions 282, 284, 285, 292, 293, 296 (*), par M. Lorueau, 
étudiant à la Faculté des Sciences d'Angers. 



1. — Étudions d* abord les angles surlatèi^aux de M, c'est- 
à-dire les angles 3^, ^, ^, sous lesquels on voit, de M, les 
côtés du triangle. Nous les regarderons comme inférieurs 
à i8o^ et de même signe que les coordonnées normales cor- 
respondantes. 

M détermine trois cercles latéraux, c'est-à-dire des cercles 
circonscrits aux trois triangles MBC,... Le cercle MBG a tou- 
jours un de ses deux arcs BG capable de l'angle %. 

2. — Le c«rcfe M BC a pour équation, en coordonnées surlaté- 
raies (queslion 284), X^ désignant tangle BMC 

(1) tg3B=tg3G,. 

Car, soit par exemple, 3Si positif. L'équation a pour solutions 

3B = 3Si, 3S^3S, - i8oo=-(i8o-3Si); 
ce qui donne les points au-dessus et au-dessous de BC. 

{*) M. Lormeau, à notre demande, a bien voulu fondre la résolution de 
ces questions proposées Tan dernier dans le Journal de Mathématiques spé- 
ciales dans un article unique ; il y a seulement ajouté quelques énoncés 
complémentaires, très intéressants, que M. Poulain lui a fournis. On trou- 
vera les énoncés de ces questions, inutiles à la lecture du présent article 
à Pendroit cité. Elles comportent, comme on va le voir, des solutions éi^ 
mentaires qui sont ici mieux à leur place. G. L. 
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3. — Pour définir un point M, on ne peut pas se donner plus de 
deux œor données, GarsironsedonDe^ = ^i, Z =3i^, le point 
M doit être situé sur deux cercles latéraux, ce qui ne permet 
pas de se donner abitrairement 3Gi. Les coordonnées normales 
absolues jouissent de la même propriété. Mais ici il y a une 
particularité nouvelle et gênante. C'est que si Ton se donne 
deux coordonnées, %^, S^, il n'y a pas toujours un point qui 
leur réponde sans modification. Car les deux cercles latéraux 
peuvent se couper de manière à remplacer l'un au moins des 
angles par un autre qui, en valeur absolue, est son supplé- 
ment (*). 

De là la nécessité de distinguer entre les valeurs proposées 
pour ces coordonnées et les valeurs réalisées. Voici toutefois 
un autre moyen d'éviter, du moins en apparence, l'ambiguïté. 

4. Théorème. — Quand un point est défini, non plus par 
% et Z, mais par leurs tangentes, il y a toujours un point M répon- 
dant à ces valeurs et il n*y en a qu'un, si M n* est pas sur le cercle 
circonscrit à ABC. 

En effet, d'après (2), se donner ces tangentes, c'est se don- 
ner deux cercles latéraux. 

Cet énoncé suggère l'idée de prendre comme coordonnées, 
non les angles, mais leurs tangentes ou cotangentes; mais 
l'esprit se porte plus directement sur les angles; puis, les 
autres lignes trigonométriques s'introduisent nécessairement 
dans les formules. 

5. — Pour passer de ces valeurs ambiguës des angles aux 
valeurs réalisées, il faut chercher la situation de M, si elle 
n'est pas connue d'avance (voir 17). On peut cependant écarter 
d priori tout système de valeurs dont la somme égale ± 180® (6). 

6. — Entre les trois angles réalisés on a la relation 

(2) 3S4-^4-:S = 360s 
si M est intérieur à ABC ; sinon 

(3) 3Ê+^ + S=o. 

(*) On peut l'appeler le supplément changé de $igne; c*est 32 dz i8o*, 
suivant que SG est positif ou négatif. 



JOURNAL DE MATHÉHATIQUKS ËLÉSIKNTAIRES 37 

La première relation est évidente. La seconde se déduit de 
ce que, hors de ABC, un angle égale toujours la somme des 
deux autres, si l'on fait abstraction des signes. 

7. — Ces relations permettent de calculer le troisième 
angle SB quand on connaît les valeurs réalisées des deux autres, 
ce qui est rare, à cause des expressions compliquées de leurs 
tangentes. Il suffit alors de choisir celle des deux relations 
qui donne pour 3& une valeur absolue plus petite que 180°. 
Gela n'arrive que pour Tune d'elles. 

Dans le cas plus fréquent des valeurs proposées pour ^ et 
Z , c'est-à-dire, quand on ne connaît que les tangentes de ces angles^ 
on obtient également 3B par la formule : 

(4) tang 3B = - tang (^ -+- S), (q. 284). 

En effet, pour le cas des angles réalisés, c'est la conséquence 
des relations (2) et de (3). Quant aux autres, ils ne diffèrent 
de ceux-ci que par un multiple de tc, puisqu'ils ont même 
tangente. Or, si l'on effectue ce changement dans (4), la valeur 
de l'inconnue ne change pas. 

8. — En géométrie, on constate toujours que les formules 
sont générales quand les grandeurs ne changent de signe 
qu'en passant par zéro ou l'infini. Les formules sont rarement 
générales dans le cas contraire. Or i^ les angles X... sont des 
grandeurs discontinues qui passent de + 180° à — 180°. 
On doit donc s'attendre à ce que les formules telles que (2), 
oh ces angles entrent sans signes trigonométriques, ne s'ap- 
pliquent pas au plan tout entier; 2° le contraire arrive pour 
les formules renfermant les lignes trigonométriques des an- 
gles et de leurs multiples; 3° mais il n'en est pas de même de 
certaines lignes trigonométriques des sous-multiples. Par 
exemple, le sinus de 1/2 3G saute de -t- 1 à — 1, quand M tra- 
verse le segment BG. On doit donc s'attendre à n'avoir alors 
de formules générales que si on laisse ambigu le signe de 
ml/2 3S. 

9. — Nous avons maintenante exprimer SB, . . . en fonction 
des différentes espèces de coordonnées, et réciproquement 
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(q. 282). Nous représenterons par P la puissance de M par 
rapport au cercle circonscrit. 

10. Théorème fondamental. — V angle X esidonné.en 
fonction de a, p, y, par les formules équivaknteSy où (t = a + p -4- y» 

(5) cotg Jd = cotg A - -tôt: ' 



(6) cotg(A - 9B) = cotg A - - 



2S(ja 
bC(jOi 



sin A Sa*PY 
Si Von passe aux œordonnées absolues ^ ces formules deviennent : 

(7) P = 2ai(cotg 3£ — cotg A), 

(8) P = 



20L^ 



sin' A [cotg (A — 3Gj — cotg A] 
A cause de ces équivalences, il suffit d'établir (7). Pour 
cela, calculons P. Prolongeons BM jusqu'au cercle circonscrit 
en D. Soit, par exemple, M intérieur au cercle. La puissance 
est P = - BM.MD. Or, dans le triangle MDC, 

MD 8in(3B~A) . cr / . a i ^t, 

rTT; = : r = SIU 3b (Cotg A — COtg tJb). 

MG sin A ^ ® n / 

Si dans l'expression de P, on remplace MD par cette valeur 
on trouve (7). 

De là, on tire (5) en remplaçant P par ^ (J. S. 1889, 

aS 
p. 7) et a, par — (*). 

11. Corollaire I. — Inversement a, p, y «on/ donnés en fonc- 
tion de 9B , ... par les formules : 

(9) a(cotg9B --cotgA) = p(cotg^- cotg B) = ... = - -^g^> 

/jQx "^ ^ ^ 2SSa«pY 

^ ^ a«[cotg(A-9B)-cotgA) "* a^b^c^G 

12. Corollaire II. — Pour Vangle X' du point inverse de^^ 

(*) La Giométrie Cartésienne conduit à une foriûe différente (voir 
Boulin, J. E. 1888, p. 281 et 1889, p. 74). Mais on la ramène àceUe-ci,en 
exprimant l'a; du numérateur, en fonction de y et z. 
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on a 

(H) tang 3G' = tang (A - 3S). 

Il suffit d'appliquer (9) à l'inverse et de comparer à (10). Si 
on veut 9B' lui-même, il s'agit de calculer sa valeur réalisée (5). 

13. Corollaire III. - Le cercle latiral MBG a (5) et (6) 
pour équations (q. 282). Car, soit SG positif. L'équalion exprime 
que, du point mobile M, on voit BC sous Tun des angles 9S, — 
(180<> - 3G). 

14.. — Les coordonnées tripolaires (q. 282) se déduisent de 
a,... par les formules équivalentes 

(•2) sin 3Ê sin ^ sin S = 2 ' 

^ sin (A - X) "" sin (B - ^) "" sin (C - Z) "" ~P~' 

En effet, le triangle MBC a pour aire, même en suppo- 
sant a^ négatif, 

(14) a, =^sin3S. 

On en tire (12) et de là on passe à (13), au moyen de (9). 

15. Corollaire. — Les trois angles A — 3B,... ont leur 
sinus de même signe ; c'est le signe de P. 

16. — Inversement on peut obtenir les sinus, cosinus et 
cotangente deSG en fonction de X, [x, v (q. 282). Le triangle 
MBG donne le sinus par la relation (14) ; le cosinus et la cotan- 
gente par 

(15) o" = |x* + V* — 2|JLv cos 33, a« = |a" -H V» — ^.x^ cotg X. 
Au lieu d'éliminer a^ dans ces formules, on peut au contraire 

éliminer jx, v (J. S. 1889. p. 130). 

17. Situation deM. — Les formules (9) permettent d'indiquer 
la position de M, quand il est donné seulement par les tan- 
gentes de 3£,... (5). i^ Les signes de a, p, y décident si AM,... 
coupent intérieurement le triangle ABC. Pour obtenir ces 
signes, on peut éviter d'évaluer tang3S,... si on connaît les 
angles positifs SEq».** q^^i admettent ces tangentes. Ces angles 
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dont nous allons voir Timportance peuvent être appelés angles 
réduits^ ce qui veut dire : réduits aux deux premiers quadrants 
positifs. 

Or, si AM coupe intérieurement ABC, les expressions 
cotg % — cotg B et cotg Z — cotg G doivent être de même 
signe; on en déduit facilement que %q —Bei2>Q — G sont 
de même signe. La vérification est des plus simples. 

2® Si Ton trouve que AM coupe intérieurement, et que le 
contraire a lieu pour BM, CM, il s'agit de décider pour M entre 
deux régions. Or, il est clair que si M est dans Tangle tronqué A, 
on a ^o + ^o< i8o^ Tandis que s'il est dans Tangle 
opposé a A par le sommet, le calcul du premier membre mène 
àTinégalité contraire (voir la Note de la p. 192, J. S. 1890). 

18. — Il est facile de trouver à Taide de cette règle les 
énoncés sur les centres isogones (q. 292, p. 192). Il suit de 
là qu'on ne doit plus définir ces points par la condition de 
réaliser trois angles égaux, mais d'avoir trois angles ayant 
ta même tangente. La relation (4) développée donne alors 

fg 9B = ± \/3. 

19- — Pour compléter la règle (17), qui donne la situation 
de M, M. Poulain nous communique les trois théorèmes sui- 
vants. Ils donnent "parfois le résultat très rapidement. 

Théorème I. — 9Bo > • • • étant les angles réduits de M (17), 
les régions du plan pour lesquelles on a 

(16) 'y;o + ^o>i8o« 

sont formées par rintérieur du triangle et les trois angles opposés 
par les sommets d A, B, C. 

On le prouve en exprimant, dans chaque région, qu'un 
angle en M est positif, ou on le compare soit à A, soit à 180®. 

20. — On peut encore caractériser cette région par Végalité 
S 9Bo = 360«, et l'autre par S 9So = 180«. 

21. Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que M soit situé dans Vangle opposé par le sommet à A est 

(17) 9^o-+-^o>360«-A. 
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Même méthode, sauf pour les angles tronqués, où l'on se sert 
du théorème précédent. 

22. Théorème III. — Plus généralement, /^ 9 étant un 
angle positif pliLs petit çwelSO®, les régions du plan pour lesquelles 
on a 

(18) ^0 + ^0 > ?, 

se composent d'abord de V intérieur de triangle et des angles oppo- 
sés par les sommets d A, B, C, puis d'une des deux parties déter- 
minées, dans les angles tronqués, par le cercle correspondant à 9B 
= 180<» — (p (*) ; 2^ pour <p > 180"* la région est formée seulement 
par la partie de l'angle A et de son opposé par le sommet, qui est 
au-dessus du cercU. 

23. Corollaire. — Lorsque Vinégalité (18) se transforma en 
égalité, le point M vient sur le cercle, mais seulement sur les arcs 
qui séparent les différentes régions du réseau relatif à <p. 

24. (Points jumeaux). — Si on remplace les trois cercles laté- 
raux d'un point M par leurs symétriques pris par rapport aux 
côtés correspondants, les nouveaux cercles se coupent encore en un 
même point M^ (q. 285, p. 119). 

Gel énoncé a été donné pour la première fois par M. Van 
den Berg (M. 1882, p. 226). Il se démontre aisément au moyen 
des relations (2) et (3) (ibid.); mais pour être rigoureux, il 
faut passer en revue les trois sortes de régions que M peut 
occuper. Si nous changeons les signes de 9X et 9G, il y a un 
point Mj répondant aux nouvelles tangentes. Si Ton calcule sa 
troisième tangente, on voit qu'elle s'obtient aussi en changeant 
le signe de S6. Or, les cercles latéraux d'un tel point sont les 
symétriques des anciens. Ceux-ci passent donc par un même 
point. 

25. — Les points M et M^ ont été appelés points jumeaux 
par M. Artzt, qui toutefois les définissait d'après une propriété 
de leurs triangles antipodaires. 

(*) Gomme dans tous les réseaux, les cases de môme espèce commu- 
niquent par leurs sommets. 
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26. — Il suit de ce qui précède que, pour le jumeau de M, 

(19) tg9Bi=-tg9S. 

27 . — Les inverses M', M[ de ces points sont tripolairement 
associés (q. 283). Car on a pour M' (J. S. 1890, p. 40), 

,^^v aX buJ cY 

(20) — = -i- = -JL; 

Aa (xp vy 

d'où, en combinant avec (12) 



sin 9B sin 91/ sin % 

On a les relations analogues pour l'inverse du point jumeau, 
en changeant de signes SB, ..., ce qui, en combinant avec (21), 
donne 






r 



Al fXl Vi 

28. — Il suit de là que, pour Mj, associé tripolaire de M, 
on a 

(22) tg9S, = tg(2A-.9B). 

Car, pour trouver M^, il faut prendre Tinverse de M, puis" 
le jumeau et enjin l'inverse; ce qui conduit à une expressioa 
de la forme SG^ = 2A + K. iSo®. K ne 'peut être égal qu'à zéro, 
ou à — 2. On le prouve en regardant Mj comme déduit de M 
par rayons vecteurs réciproques, et en distinguant quatre 
positions de M par rapport à BG et au cercle OBG. 

Dans les applications, il suffit de choisir celle des valeurs 
de K qui donne pour SGj une valeur numériquement < 1 8o® (*). 

29. — La droite qui joint les réciproques des jumeaux M, M^, 
passe par Mo réciproque de H (q. 285). Car les coordonnées de 
ces réciproques sont cotg 9B =p cotg A, ... On voit, en même 
temps, que la droite passe par le point 

(23) a: p: Y = cotg9B : ... 

conjugué harmonique de Hq par rapport à M^, M[. Ce point 
peut à cause de la relation (23), être appelé Véquicoordonné sur- 

(*) Pendant que û^, û^ ont pour angles, l'un A+B, ..., l'autre A+G, ..., 
on trouve pour leurs jumeaux A — B, ..., puis A— G (Lemoine, A. V\ 1889). 
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latéral de M. Quand M coïncide avec I, ce point coïncide avec 
point de Gergonne. 

30- — Il y a un autre point analogue au précédent : 

(24) a : p : Y = a« cotg (Al - 95) : ... 

C'est le centre radical du cercle ABC et des cercles de rap- 
port constant passant par M. Car on sait (/. S. 1890, p. 37) 
qu'en appelant AjEjCi le triangle podaire de M, on a^ pour le 
point dont il s'agit : 

ce qui équivaut à (24). 

31, — Soient 9Bo, ... les angles réduits de M. Ceux du 
jumeau sont 180 — 9So,. . . De là, on conclut facilement (19) 
gtie si Von partage les régions du plan en deux groupes^ dont l'un 
soit formé par les angles tronqués, le point M et son jumeau sont 
toujours situés dans des régions de groupes différents. 

Les jumeaux des points de Brocard sont donc situés dans 
les angles tronqués. On peut montrer (17) que le jumeau de û^ 
est intérieur au plus grand des angles A, B, C; l'autre est inté- 
rieur au plus petit. Il suit de là que, pour A > B > C, le 
premier de ces points a pour angles surlatéraux C — 180**, 
A, B; le second, B, C, A - 180«. 

32. — Les questions 293 et 296 (p. 218, 240) traitent d'une 
autre espèce de coordonnées angulaires, les angles latéraux 
de M : ce sont les angles analogues à ceux qui définissent les 
points de Brocard (*). Ils sont formés par les côtés du triangle 
et les transversales angulaires de M. Ils varient de -f- 180® à 
- 180^ 

Entre les onze formules qui les concernent, démontrons 

seulement celles qui sont le moins évidentes. Et d'abord on a • 

p ^ cotg C + cotg A^ ^ coti^r G' + cotg A^ 

y cotg B + cotg A" cotg B' + cotg A" * 

La première s'oblient en appliquant la formule (9) à un 

point qui glisserait sur MA, de M vers A. A la limite on a le 

(♦) Voir la note de la page 95. J. S. 1890. 
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résultat. La formule (26) s'obtient à l'aide de (25), en prenant 
MBG pour triangle de référence, et en observant que A a 
alors pour coordonnées — p, — y. 

33. — La formule qui conduit rapidement à l'angle de Bro* 
card : 

sin B' 6 sin Z 

(27) = — , 

sin G' c sin ^il 

.. , X sinB' X sin G' 
se tire de - = ^ , - == — prr- . 

c siniS b sin^U/ 

34. — Ajoutons cette autre formule, non trigonométrique : 

Entre deux angles de même système, B', G', on a la relation 

(28) B' - G' = ± 180« - C - 9B; 

On prendra le signe + pour M situé au-dessus de BG; ou dans 
l'angle opposé par le sommet à G. 

35. — Voici une remarque qui permet de transformer plu- 
sieurs des formules précédentes. Quand deux angles m et n 
sont donnés par leur somme p et le rapport de leurs sinus, 
les traités de trigonométrie cherchent à les obtenir à l'aide de 
formules logarithmiques. Le contraire est souvent avaûtageux 
dans la géométrie du triangle. La relation 

sin m sin /'p — n) , ^ ^ . 

—. = :^ = Sin p (cot n — cot p), 

sin n sin n 

donne cot n. On a, de même, cot m. 
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Cosmographie par £. Catalan, 14^ édition (Delalain frëres,éditeurs,56,rue 
des Écoles). Nous avons le pliiisir de signaler à Tattention de nos lecteurs 
la quatorzième édition de la Cosmographie de M. E. Catalan, professeur 
émérite à l'Université de Liège. La vogue si persistante qui s'attache aux 
ouvrages de notre savant maître a une cause naturelle, que n'ignore 
aucun de ceux qui les ont lus. Ces ouvrages sont tous, en effet, composés 
avec une méthode parfaite; en outre, les matières qu'ils traitent y sont 
développées avec une rigueur absolue et dans un style d*uae correction 
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irréprochable. Toutes ces qualités trouyent leur emploi dans le livre en 
question; nous ne sommes pas surpris du succès considérable quMl a 
obtenu et nous y applaudissons bien vivement. 

Essai d'une théorie rationnelle des sociétés de secours 
mutuels, par M. Prosper de Lafitte, ancien élève de l'École Polytech- 
nique, vice-président de la Société de secours mutuels d'AstaSbrt, lauréat 
d'une médaille d'or à l'Exposition universelle de 1889 (section des 
Sociétés de secours mutuels). — Deuxième édition, entièrement refondue. 

— Un volume grand in- 8% avec tables; 1890. — Prix : 5 fr. — Gauthier- 
Yillars, quai des Grands-Âugustins, bb. 

Par sa forme tout élémentaire comme par le but que s'est proposé 
M. Prosper de Laôtte, cette Étude est un Essai dans une voie qui est, à 
bien des égards, nouvelle. Nous la croyons appelée à rendre les plus 
grands services aux mutualistes, surtout à un moment où tant de Sociétés 
mutuelles déploient une activité si remarquable, pour s'organiser scienti- 
quement. 

Une Table des matières, très développée, rend les recherches faciles. 
Voici les titres des Chapitres : 

Ghap. I. La mission et le domaine propre de la Société de secours 
mutuels (11 pages). — Ghap. II. Des revenus d'origine extra-sociale 
(5 pages). — Ghap. III. Les trois Assurances de la Société de secours 
mutuels (10 pages). — Ghap. IV. Galcul des mises de retraite (14 pages). 

— Ghap. V. Galcul des mises de maladies et des mises d'assurance en 
cas de décès (24 pages). —Ghap. VI. Droits d'entrée. Retraites proportion- 
nelles. Gotisations proportionnelles (24 pages). — Ghap. VII. Systèmes 
divers (32 pages). — Ghap. VIII. Des inventaires (25 pages). — Ghap. IX. 
De l'augmentation des cotisations (9 pages). — Ghap. X. Du livret indi- 
viduel (7 pages). — Tables auxiliaires (9 pages). Tables calculées par 
l'auteur (17 pages). 

Annuaire du bureau des longitudes (1891).— Depuis quelques 
années V Annuaire du Bureau des Longitudes a subi d'importantes modifica- 
tions et publie, sans préjudice d'articles dus aux sommités de la science 
sur les Monnaies, la Statistique, la Minéralogie, etc , différentes études d'un 
intérêt actuel et spécial. 

Gelui qui vient de paraître (janvier 1891) donne un tableau d'étoiles 
doubles comprenant 62 systèmes, une description des spectres des étoiles 
et d'autres documents intéressant l'Astronomie stellaire. Une notice de 
M. Sarrau résume les propriétés des corps au voisinage du point critique, 
M. Gornu s'est occupé du nombre de vibrations de sons de l'échelle musi- 
cale ; MM. Teisserenc de Bort et Moureaux des anomalies magnétiques 
présentées aussi bien en Algérie que dans le nord de la France. 

Enfin, M. Janssen publie le récit de sa curieuse ascension du mont 
Blanc en chaise à porteurs ; M Tisserand étudie la question des petites 
planètes et M. Gornu expose la méthode qui permet de déterminer, par 
l'analyse spectrale, la vitesse des astres. 

Malgré l'abondance des matières contenues dans ce volume de v-797 
pages, le prix n'en a pas été augmenté (1 fr. 50 chez Gauthier- Villars et 
fils, 55, quai des Grands-Augustins, Paris. — Port en sus, fr. 35). 
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QUESTION. 356 

Solution par M. 6. Sollertinskt, à Gatschina. 



Dans un triangle ABC, on abaisse d'un point M, sur AB, AG 
les perpendiculaires MP, MQ;puiSy on joint M. au milieu de PQ; le 
lieu de M, tel que celle dernière droite soit perpendiculaire à BG, 
est la symédiane menée de A. (Poujade.) 

Soient: R la projection de M sur BG; S l'intersection des 
droites PQ, MR. 
On a évidemment 

PS PMR MP.MRsinB MP sin G 



SQ QMR MQ.MR sin G 




MQ ' sin B 
Donc 

PS_MP 
^^ sy "" MQ 
Par suite, si 
MP AB 



AB 
AG 



MQ AG 
ona PS = SQ; 
et inversement. 

Gette propriété 
peut être énoncée 
d'une manière plus 
générale. 

Soit M un point du plan de triangle ABG. Une dtxonférence 
passant par les points A, M coupe les côtés AB, AG, uux points P, 
Q, et la circonférence MPB coupe BG en R. Le lieu de M, tel que 
la droite MR soit la médiane de PQ, est la symédiane de ABG, 
issue de A. 

La démonstration reste la même. 

Remarques. — 1<* Soient M', Tiuverse de M; N Tintersection 
des droites AM', BG. En observant que 

MP _ M'Q' 

MQ "" MT^ 



J 
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on déduit de(l) 
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PS _ AG.M^Q^ 
SQ 



AM'G GN 



AB.MT AM'JB NB 
Donc, ks points S, N divisent proportionnellement les droites 
PQ, GB. 

2<* Lemme. — Sur les côtés égaux AB, AG d'un triangle 
isoscèle ABG (ou sur leurs prolongements) ^ on prend deux points 
quelconques B', G'. La médiane de B'G', issue de A, divise BG pro- 
portionnellement aux segments AG', AB\ 

Soit D rintersection de BG avec la médiane de B'G'. La droite 

BG étant également inclinée sur les bases 

AB', AG' des triangles DAB', DAG', les 

segments DB, DG sont proportionnels 

aux hauteurs de ces triangles. Mais les 

triangles DAB', DAG' étant équivalents, 

on a 

DB AG' 

DG~AB'* 
Supposons que AM soit Tune des bis- 
sectrices de Tangle A. Alors M' appartient à AMet N est le 
pied de la bissectrice. On a donc 

MF 




d'où 

(1) 



MQ 



:r I 



PS 

SQ 



GN 



AG 



NB AB 

et, par suite, d'après le lemme, AS est la médiane de BG. 

On retrouve ainsi la proposition donnée par M. E, Cesàro 
(Mathesis, t. I, pp. 79 et 117) : 

D'un point M, pris sur la bissectrice de r angle A d'un triangle 
ABG, on abaisse des perpendiculaires MA', MB', MC sur les côtés. 
Les droites MA', B'G' se coupent sur la médiane issue de A. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



388. — Oq donne un triangle abc. Du sommet a, on mène 
la médiane am qui aboutit au milieu m de bc et la bissectrice al 
qui rencontre la base bc au point /. Du point /, on élève une 
perpendiculaire à la bissectrice al; cette droite coupe la mé- 
diane au point p et le côté ab au point q : démontrer que la 
perpendiculaire abaissée, de p, sur bc et la perpendiculaire 
élevée, de g, à ab se coupent sur la bissectrice aL 

(Mannheim^) 

389. — Résoudre, en nombres entiers, Téquation 



TT l I 

- = 4 arc tff arc tff - 

4 9 P 



(Humbert,) 



ERRATA ET ADDITIONS 

P. 121, 1/2. Au lieu de T, lisez S. 

P. 122, 1. 5. Au lieu de 5», lisez S". 

p. 122, 1. 9. Aulieu de 2T, lisez 2S. 

p. 126, 1. 9. Lisez relation qui peut se mettre sous les deux formes 
suivantes : 

(3) ^s^q^ip, — p) = o, 

^ ^ ^iPi - p)(jP3 — ?){Pk — p) 

P. 126, 1. 21. Au lieu de ^k%{Pk — p) = o> ^isez 

SkQk 



2: 



iVk — 9)(p"k — 9){Pk - 9) 
P. 242, 1. 5. Au lieu de D^d^^ + D^d^i -h Dadja, 

lisez 'D^d^^ + D,d3i + D^d^^. 



= 0. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMBRIB GENTRALB DBS GHBHINS DB FBR. — IMPRIHERIB CHAIX. 
RUE BXRaÈRB, 20, PARIS. — i8a4H-9-|. 
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EXPRESSION DU RAYON 

DE LA SPHÈRE CIRCONSCRITE A UN TÉTRAÈDRE SÀBG, 
EN FONCTION DES ARÊTES DE CE TÉTRAÈDRE 

Par M. Bernèso 



1. — La formule à établir est, comme on sait, 

6VR = A, 
V désignant le volume du tétraèdre et A Taire du triangle qui 
aurait pour côtés les produits des arêtes opposées ax, bp, cy (^). 
Considérons la section A'B'C faite dans le tétraèdre, à une 
distance SH = A du sommet, par un plan perpendiculaire, en H, 
au diamètre SL de la sphère circonscrite. Gomme HA', HB', 
HG' sont perpendiculaires à SL et que LA, LB, LG le sont à 
SA, SB, SG, on a 

2RA = SA. SA' = SB. SB' = SG.SG', 
ou, en posant SA' = a',,.. 

2RA = aa' = pp' == y/. 
Dans les triangles semblables, SBG, SB'G', on a 

B^G' _ SB' _ 2RA 

BG ~ SG ""SB.SG^ 
d'où B'G'=ax^, 

De même, G'A' = 68. — , A'B'==cv^. 

«Py ' *?Y 

Le triangle A'B'G' est donc semblable au triangle qui aurait 

pour côtés aa, 6^, cy (ce qui prouve la réalité de celui-ci) ; et 

si A est Taire de ce dernier triangle, Taire de A'B'G' est 

A«-î . Le volume V du tétraèdre SA'B'G' a donc pour 

I ^ 4R*A» „. V aÊY .1 . w 

expression - A , , , . Et comme ==7 = -^, , il en resuite 

(*) Nou^ désignons par a, h, c, les arêtes situées daos Tune des faces; 
a, p, Y représentent alors les arêtes respectivement opposées aux précé- 
dentes. 

JOURNAL DE MATH. ÉLélf. — • 1891. 3 
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'" 3 aPya'^Y "" 3 8RW "" 6 R ' 
d'où, la formule 6VR = A. 

2. — Il est inutile de rappeler l'expression de A en fonction 
de a, a, b, p, c, y- Celle de V est moins usuelle. 

Une des formes qu'on peut lui donner est 

144V» = Sa«a*(6« -f: p« + c* -f. Y* - a* - a») - Jji^b'cK 

La première somme I] s'applique à la permutation des lettres 
a, 6, c; a, p, Y* La seconde comprend les quatre produits ana- 
logues à a'6*c". dans chacune des faces; c'est-à-dire : a^b*c^ 

Si l'on désigne par m, m', ??i" les longueurs des droites qui 
joignent les milieux des arêtes opposées, on a 

4m* = 6* + p* -f- c« -f- Y* — a* — a% 
de sorte qu'abréviativement, on peut écrire 

1 44Y» = 45:a*a»m« - Jla^b^cK 

Remarque. — La section A'B'C, considérée dans la démons- 
tration, peut être regardée comme déterminée par l'intersection 
des trois arêtes SA, SB, SG et d'une sphère quelconque pas- 
sant par A, B, G. Et comme, aux trois sommets A, B, G, on peut 
en substituer trois autres quelconques, la démonstration met 
en évidence celte propriété : Le triangle déterminé sur un 
tétraèdre par une sphère quelconque, passant par trois des som- 
mets du tétraèdre, est constamment semblable au, triangle qui aurait 
pour côtés les produits des arêtes opposées : aa, 6p, cy. 



DEMONSTRATION ELEMENTAIRE 

DU THÉORÈME DE FREGIER 



Le théorème de Frégier, pris dans son sens le plus général, 
correspond, comme Ton sait, à l'énoncé suivant : 

Si, autour d'un point A pris sur une conique F, on fait tourner 
deux cordes hS^ AB' qui se correspondent homographiquement et 
en involution, BB' passe par un point fixe. 
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Nous nous proposons d'établir cette proposition en suppo- 
sant que r est un cercle; la généralisation au cas ou F est 
une conique se fera par la perspective, la propriété des fais- 




ceaux homographiques en involulion dans une figure donnée 
se conservant quand on fait la perspective de cette figure. 

Prenons sur AB, AB' des points jjl, lu tels que 

AB.Ajx = AB'.A|jl' = a«; 
la droite BB' pourra être considérée comme la transformée 
par inversion (le pôle étant en A, la puissance d'inversion 
étant égale à a*), de la circonférence Aj;.^.'. 

Observons que jx, (jl' décrivent sur A deux divisions homo- 
graphiques en involution; il existe donc sur A un point co (le 
point central) tel que 

Traçons Aw et marquons les points jx", B' oîi cette droite ren- 
contre la circonférence A{jl|jl', et la droite transformée BB'. 

Nous avons toiA.coji.' = wul'.odA — K*. ^ 

Ainsi [t." est un pointfixe; le point correspondait B' est donc 
fixe, lui aussi. Cette remarque établit complètement le théo^ 
rème de Frégier. 

Remarque. — Dans celte démonstration, a désignait une 
quantité fixe; la droite A, correspondante, se trouvait ainsi 
déterminée. Il est facile de reconnaître que si a varie, w se 
déplace sur une droite déterminée, passant par A; c'est la 
droite AB" qui joint le point A, au point fixe B", autour duquel 
tournent les transversales BB'. 
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DES COORDONNÉES ANGULAIRES 

Par M. Ang. Poulain» à ÀDgers. 



1. — Propriétés des cercles latéraux de M. 

1. — Il ressort des formules données dans un article pré- 
cédent (J, E,, 1891, p. 35) que, si deux points M, M^ sont 
situés sur un même cercle latéral BG, on peut en déduire trois 
nouveaux couples de points qui se trouvent aussi sur un même 
cercle latéral BC. Ce sont leurs inverses, leurs jumeaux, leurs 
poiats tripolairement associés. Nous allons y ajouter, plus 
loin (29), les points annexes et les associés antipodaires (19). 
Eûfin, il y a tous les points obtenus en répétant ou en com- 
binant les opérations précédentes (*) ; ce qui donne un nombre 
infini de points. 

Ce théorème permet de trouver plusieurs couples de points 
formant, avec deux sommets de ABC, des quadrilatères inscrip- 
tibles. Or chacun renferme six couples d'angles égaux, ou 
supplémentaires, lesquels sont des coordonnées angulaires ou 
leurs différences. On est conduit ainsi à des relations trigo- 
nométriques ou à des démonstrations synthétiques. Le théo- 
rème suivant a le même but. 

2. Lexnme. — Le lieu des points M tels qu\n prenant leurs 
inverses W, on ait -- égal à une constante K est un cercle latéral 

A 

décrit sur BG et son conjugué (**). En effet (J. S, 1890, p. 40) 

(*) Ea prenant le jumeau, puis l'inverse de M, on trouve le point 
(A + 3S, ... ) (voir s;. En répétant n fois cette double opération, on 
trouve (nA -f- 3B, ...). 

(**) On dit que deux cercles sont conjugués entre eux quand les 
puissances de A, B, G, par rapport à ces deux cercles, sont égales et de 
signes contraires. Les centres sont alors symétriques par rapport à 
(Lalbalettrier, Trig. p. 150). On reconnaît que deux points M, M, sont 
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cette relation équivaut à 



x^ax 



1. 



\ayz 

laquelle donne les deux cercles. — On voit ({vl on peut disposer 
de K de manière à obtenir tous les cercles de celte espèce, 

3. Théorème. — Quand deux points M, M^ sont situés sur 
le même cercle latéralBGy ou sur deux cercles latéraux conjugués 
entre eux y si Von prend leur s inverses M', Mj, les triangles AMM^, 
AM'MJ , sant symétriquement semblables. 

En effet, dans les deux triangles considérés, les angles en À 
sont égaux et les côtés adjacents sont proportionnels, d'après 
le lemme précédent. 

Si Tua des triangles est rectangle, Tautre l'est aussi 
(voir 10). 

//. — Triangles déduits de M. 

4. — On dit qu'un triangle AiB^Gj, quelconque ou déduit 
de ABC suivant une certaine loi, a une orientation semblable 
à celle de ABC, lorsqu'on parcourant les deux périmètres dans 
le sens alphabétique, on détermine, sur les deux cercles cir- 
conscrits, des rotations de même sens. 

Parfois, on se trouve en présence de deux lois exigeant qu'on 
place les lettres A^, ... d'une manière différente, d'où résul- 
tent des orientations contraires. Il faut alors opter entre les 
deux points de vue, avant de préciiser les énoncés, Ainsi, 
quand un triangle est inscrit ou circonscrit à ABU, il y a là 
une correspondance de situation, que nous adopterons habituel- 
lement. Mais si le second triangle est équiangle à ABC, on a 
une correspondance toute différente, plus importante dans les 
questions de centre de similitude (8). La correspondance de 

sur des cercles latéraux conjugués quand on a • = ^-^ et par 

(SOL (TiÛC| 

suite cot S6 + cot 3S| = 2 cot A. De la première de ces relations, on 
déduit que les inverses sont aussi sur deux cercles analogues. 
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situation ne sera plus indiquée alors que par Tordre des lettres 
A-i, Bj, Cl. 

6. — Nous conviendrons que, si AiB^C, a une orientation 
contraire à celle de ABC, nous regarderons ses angles et sa 
surface comme négatifs. Par abréviation, nous rappellerons 
même : triangle négatif. Cette convention de signes généralise 
les formules. Ainsi on pourra dire, dans tous les cas, que 
l'aire S^du triangle podaire est proportionnelle à la puissance 
P de M et que, par conséquent, 

caç, en coordonnées absolues, on a toujours la relation équiva- 
lente 

(3) Si = -i:xy sïnA. 

6. — Un triamgle, formé par des droites mobiles, ne peut 
changer de signe, en passant par zéro, s'il se réduit à un point. 
En efPet, par définition, l'orientation doit changer de sens. 
Or il est facile de s'assurer qu'après s'être réduit à un point 
le triangle reprend la même orientation. Il faut donc qu'il 
s'aplatisse. 

7. — Triangle podaire AiB^C, de M. — L'angle Aj est 

(4) Ai = 3B-A-*-K.i8o« (K=o ou-f.2). 
On le voit en examinant les trois angles, pour trois espèces 

de positions que M peut occuper sur AM coupant intérieure- 
ment ABC (on considère des couples de quadrilatères inscrip- 
libles). 

Dans chaque application, on détermine K par la condition 
que Al soit numériquement inférieur à 1 80**, ce qui sert éga- 
lement pour le problème inverse; ou, si l'on veut tenir compte 
de la position de M, on prouve que K = 2 pour M compris entre 
BC et Varc inférieur du cercle circonscrit. Autrement K = o. 

Le triangle passe de + à — en changeant de signe quand 
M sort du cercle circonscrit. 

8. — Si l'on demande d'inscrire, à ABC, un triangle sem- 
blable à un triangle donné PQR, que nous supposerons orienté 
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comme ABC, on sait qu'il y a douze combinaisons (étudiées par 
M. Artzt). Chacune donne une série de solutions. Cherchons 
d'abord les six triangles directement semblables h PQR. Soit 
T un premier triangle. Deux autres s'en déduisent en permu- 
tant circulairement P, Q, R. Pour les trois suivants, il faut 
permuter deux lettres à volonté, mais en changeant les signes 
des angles, sans quoi (4) on aurait un ordre tel que PRQ 
qui donne un triangle symétriquement semblable. Les six 
autres triangles se déduisent des premiers par un changement 
des signes des angles. 

La construction du centre de similitude montre que les tri- 
angles d*une même série ont un centre permanent de similitude. 
Ce point a un de ses triangles pour triangle podaire. Dès lors on 
calcule facilement ÎE,... pour ce point (4). Abstraction faite 
d'un multiple de tt, le premier centre a pour angles A H- P, B + Q, 
G + R, et le sixième, A -- P,... etc. Par suite (1, note) les six 
derniers centres sont les associés tripolaires des six premiers 
et les douze points ont pour inverses : le premier (— P, — Q, 
-' R) et les autres points qu'on déduit de celui-là par des per- 
mulations (*) et changements de signes (voir aux triangles 
circonscrits, 24). 

9. Application. — Si PQR n'est autre que ABC, les centres 
sont 0, ûj, ûj,* le suivant a pour angles 0, B — C, G — B. 

6 Y 

C'est donc a = o, ~ = — ^ , c'esl-à-dire le pied de la tangente 

en A au cercle ABC. Il y a deux autres points analogues. Puis 
viennent: un point à l'infini, les associés tripolaires de Û, , Û, 
et enfin trois points Aj,... Pour A < 90**, A, a comme angles 
réalisés 2A, 180® — A, 180° — A (**). Le calcul de ses coor- 

(*) Sans cesse, dans la géométrie du triangle, on rencoDtrc des points 
déduits d^an autre par la permutation de trois ou do deux coordonnées. 
Ex.: Les isobariques et semi-réciproques de M. Ici nous sommes amenés 
à la transformation analogue pour les coordonnées angulaires. On Ta ren- 
contrée aussi pour les coordonnées tripolaires (/. S. 1890 p. 111). Userait à 
désirer quMne dérivation aussi usuelle, aussi fondamentale, pût être dési- 
gnée, quand elle se présente, par quelque terme général qui la mît en 
lumière. Par exemple ne pourrait-on pas dire : les permutiens et semi-per» 
mtUiens de M? Ces deux mots suffisent pour nommer les vingt-trois asso- 
ciés angulaires de M. 

(**) De Ik on conclut deux propriétés angulaires qui rappellent celles 
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données barycentriques montre queVest un sommet du second 
triangle de Brocard. 

10. — Les douze inverses de ces points sont M, û,, Q^\ 
puis le jumeau de H, c'est-à-dire tout point du cercle circon- 
scrit; ûi et les points a,,... inverses de A,,... 

Le point a, a été étudié par M. Neuberg {M. 1890, p. 166). 
Pour A < 90®, ses angles surlatéraux sont 180® — A» 180® 
— C, i8o® — B. En vertu de (3), il est la projection de sur 
AG, puisque son inverse Aj est la projection de H sur AK 
(Neuberg). 

11. — Si on prend les symétriques de M par rapport aux 
trois côtés, on a un triangle homothétique à AiB^Gi. M. Neu- 
berg appelle ce triangle le triangle réflexe de M (Des projec- 
lions etc., p. 61). (A suivre.) 



LES PROGRÈS 

DE LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE, EN 1890; 

Par M. E. Vigarié. 
{Suite, voir p. 2S.) 



6. Séries de points remarquables. — Si Ton combine 
entre elles les coordonnées d'un ou de plusieurs points du 
plan du triangle, on donne naissance à d'autres points qui, en 
général, jouissent, par rapport aux premiers, de propriétés 
remarquables. Partant de là, M. Poulain (Sur quelques séries 
de points remarquables dans le plan du triangle; M. pp. 246-2S1) 
a résolu les problèmes suivants : 

lo Étant donnés detix points M^, M3, dans le plan du triangle ABCy construire 
un troisième point M^ dont les coordonnées barycentriques soient égales aux 
produits a,a2, ^^pj, YjYj des coordonnées barycentriques (a,, pi, Yi), (a„ Pa, y») 
de Ml et Ma- 

des points dc]Brocard : 1* As est sur deux cercles latéraux passant par 
ûi, û,; 2* deux couples d'angles latéraux sont les mêmes (formule 28 du 
/. E, 1891, p. 44.) : A'= C, A'' = B". Le point inverse a^ possède, dès 
lors, des propriétés analogues. 
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2" Étant donnés deux points dans le plan d^un triangle ABC, construire un 
troisième point dont les coordonnées barycentriques soient égales aux quotients 
des coordonnées barycentriques homologues des points donnés. 

Après avoir donné diverses constructions de ces points et 
étudié certains cas particuliers, M. Poulain signale quelques 
nouveaux points remarquables. 

Le point dont les coordonnées barycentriques sont (aa", p6", 
YC**) ou (a sin** A, p sin** B, y sin** G), a, p, y étant celks d'un 
point donné M, est le sinmien d'ordre n de M. Inversement, ce 
dernier est Vantisinusien du premier, ou son sinusien d'ordre 
(— n). Si le sinus est remplacé par le cosinus ou la taugente, 
on a le cosinusien ou le tangenlien, M donne donc naissance 
à trois séries de points. 

Si Ton multiplie les angles par 2 ou -, 4 ou -, etc.. on a de 

2. 4 

nouvelles séries, qui dans le cas des sinus peuvent s'appeler 

le double sinusien et le demi-sinusieny etc. 

En terminant, M. Poulain donne une construction de ces 

points; puis, il indique certaines particularités qui se pré*- 

sentent dans ce tracé. 

7. Cercle des neuf points. — Deux démonstrations (*) du 
théorème de Feuerbach ont été données. L'une, due à M. Milne, 
a été communiquée par M. Lalbalettrier (/. E. 1890, pp. 3-5); 
l'autreaété indiquée parM^Lauvernay (/. E. 1890, pp. 193-193). 
Ces démonstrations sont remarquables par leur grande 
simplicité. 

8. Cercle de Fuhrmaon. — Ce cercle est celui qui a 
pour diamètre la droite qui joint l'orthocentre H au point de 
Nagel V. Il a été étudié par M. Fuhrmann {Sur un nouveau cercle 
associé à un triangle. M. 1890, pp. 103-111). 

Si A'B'C et A'B'C sont des triangles complémentaires et 
anticomplémentaires de ABC ; A^ , B^ , G^ , A, , B, , C, , les 
points oÎL le cercle circonscrit à ABC coupe les bissectrices AI, 
BI, CI et les droites qui joignent entre eux les centres la, !&, le 
des cercles ex-inscrits, on a les propositions suivantes : 



(*) M. Clément Thiry en a donné une {Mathesis, 18S6, p. 106). Elle a été 
reproduite par M. Catalan, q[ui Pavait trouvée de son côfé dans la Note 
intitulée : Quelques formules relatives aux triangles rectilignes, 

JOUBNAL Dl MATH. ÉLÉM. — 1891. 3. 
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1 . Soient As * B, , C, les symétriques de A i , B, , G» par rapport à BG, G A, AB : 
le triangle A^B^G, est inscrit au cerde de Fuhrmann et est symétnquement 
semblable aux triangles ABG, luh^c 

2. On prend, sur les hauteurs AH, BII, GH du triangle ABG, les segments 
A A4 , BB4 , GG4 égaux au diamètre 2r du cercle inscrit : le triangle A4B4G4 
est inscrit au cercle de Fuhrmann; de plus, il est symétriquement semJ)lable 
à ABG. 

3. lest le centre deperspective des triangles AjEjCa . A4B4G4 . 

4. I est le point double des triangles symétriquement semblables ABG, A4B4G4 , 
et aussi cdui des triangles A,BiGi , A^B^Gi. 

5. Soient I^, I5, I^ les symétriqries cfe !<,, I5 , Ig respectivement par rapport 

aux droites BG, GA, AB. Les circonférences circonscrites aux triangles EGI^ , 

GAI 5 , ABIc et les droites Al'a , BI5, GI^ passent par un même point R. Les 
côtés du triangle Afifi^sont perpendiculaires aux milieux des droites AR, BR, 
GR. I et R sont des points jumeaux. 

6. L'aace d'homologie des triangles AiB,Gi , AjBaGj est perpendiculaire au 
milieu de la droite IR et toitche, en ce point, le cercle inscrit à ABG. 

7. Le cercle inscrit à ABG et le cercle des neuf points se touchent au milieu 
de la droite IR. 

8. Les droites A2A4, B2B4, GjG4 , rencontrent respectivement BG, GA, AB, 
en trois points V^ , V5 , Vc , situés sur la tangente commune au cercle inscrit et 
au cercle des neuf points. 

9. Les perpendiculaires abaissées de Ai, B, , Gj , sur les côtés opposés du 
triangle AjBjGj concourent en un même point S de la circonférence O. Ce 
point est situé sur la droite Ov et est, dans le triangle ABG, Vhomologue du 
point V considéré Jans le triangle A4B4C4 . 

10. Les perpendiculaires abaissées de A, B, G, sur les côtés opposés du 
triangle A4B4G4 concourent en un même point T de la circonférence 0', T et 
H sont des points homologues des triangles ABG, A4B5G4 . 

11. L*axe d'homologie des triangles ABG, A4B4G4 est perpendiculaire à HT. 

12. Les droites doublas des triangles inversement semblables ABD, A4B4G4 
rencontrent les hauteurs Ail, BH, GH de ABG en des points [Xa , Xf, , X c), 

(Xfl, X5, Xc) tels que l'on a : 

AXa = BX5 = GXc = R — d, AX^ = BXb = GX^ = R -t- d, 
d étant la distance 01. 

Jl/a//ie5?5 publiera, ultérieurotnent, des recherches de M.Man- 
dartqui forment un complément à Tarticle de M. Fuhrmann. 

9. Paraboles de Artzt. — Ces paraboles forment deux 
groupes: elles sont confocales deux à deux, et elles ont pour 
foyers les sommets Aj, Bj, G^ du second triangle de Brocard. 

Le premier groupe (P) renferme les paraboles Pa, Pb, Pc tan- 
gentes à deux côtés du triangle, aux extrémités du troisième. 

Le. second groupe (Q) renferme les paraboles tangentes 
aux deux bissectrices d'un angle et aux médianes correspon- 
dantes. 
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Les paraboles (Pj ont récemment été considérées par M. de 
Longchamps. 

Après avoir donné une démonstration élémentaire (/. E,, 
149-lSi) de la formule qui donne le paramètre de ces courbes, 
M. de Longchamps a fait connaître {Sur les paraboles deArtzt, 
J, S., 1890, pp. 149-1S3) la propriété suivante; 

Si A', B', C sont les points communs à P^ et P^ , P^ et P^ , P^ et P{, , les 
tangentes e/i A',à P^, et P^ , sont respectivement parallèles atix médianes issues 
de G et de B. D'où ce théorème : Les paraboles (P) se coupent aux points 
A', B', G'; les aires des triangles curvilignes qu'elles déterminent sont données 
par les formules : 

AG'B = CA'B' = BA'G' = 7^ ABC, 

o I 

AG'B = BAC = GB'A = 7;^ ABC. 

Dans cette Note, M. de Longchamps met aussi en lumière une certaine 
ellipse U dont Téquation barycentrique est 

et il indique à ce propos le théorème suivant : 

1" L'eUipse U a pour centre le centime de gravité G du triangle; elle passe 
par les points A', B', G' {centres de gravité des triangles AGB, BGG, CGA) 
communs auxpa7'aholes{P) ; 5» les demi-aaxs a, p de cette ellipse sont donnés par 
les formules : 

8 aire ABC , . 2(a= + b' + c»i 



27 



s/3 



81 

(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR UN PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES 

A l'usage 

DE LA CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (a) 

Par M. Dumbert, professeur au Lycée Louis-le-Grand. 

{Suite f voir p. 32.) 



Géométrie. 



21 . — On admettra la connaissance du premier livre de Géométrie élémen- 
taire. — Rappeler les idées fondamentales en Géométrie, les axiomes, les 
mouvements simples et, en quelque sorte, intuitifs. — Cercle. — Propriétés 
qui dérivent immédiatement de la définition et des idées élémentaires 
sur le plan. — Position d'un point par rapport k un cercle. — Sécantes, 
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non-sécantes, tangentes. — Cordes et arcs sous-tendus. — Arcs égaux, 
somme de plusieurs arcs, arcs inégaux. — Relations qui existent entre 
une corde, Tare sous-tendu et l'angle au centre. — Sécantes parallèles. 

— Tangente et normale. — Propriétés simples de la tangente et de la 
normale dans le cercle. — Distances d'un point à un cercle. 

22. — Cercle passant par trois points, cercle limite. — Positions rela- 
tives de deux cerclés. — Angles de deux courbes. — Des cercles ortho- 
gonaux. 

23. — Mesure des grandeurs. — Mesure des angles au moyen des arcs. — 
Angles inscrits. — Quadrilatères inscrits. — Segment capable d'un angle, 
cas de Tangle droit. —.Problèmes graphiques simples. 

24. — Mener, par un point, une tangente à un cercle. — Portion de tan- 
gente mobile comprise entre deux tangentes fixes ; cas des tangentes 
parallèles. — Mener les tangentes communes à deux cercles. — Cercles 
tangents aux côtés d'un triangle. — Quelques problèmes sur le centre. 

25. — Suite de la mesure des grandeurs, mesure des aires. — Théorèmes 
généraux, théorèmes particuliers. — Longueur d'un arc de courbe con- 
vexe et ayant des tangentes en chaque point . — Application au centre, 
propriétés particulières au cercle. — Lignes brisées régulières, ordinaires 
et étoilées. — Polygones réguliers ordinaires et étoiles. — Problèmes 
relatife aux polygones réguliers. — Calcul de it. (A cette partie du programme 
se rattachent beaucoup de questions très simples qui peuvent, sans incon- 
vénient, n'être pas traitées dans ce cours). 

26. — Représentation des points d'une ligne droite par des nombres 
positifs ou négatifs. — Représentation d'un couple de points par les racines 
d'une équation du second degré, éléments d'un couple, point milieu, 
puissance d'un point par rapport à un couple. — Couple de points ima- 
ginaires conjugués. — Représentation géométrique d'un couple de points, 
réels ou imaginaires, par une droite et un cercle. — Conclure de là le 
théorème relatif à la puissance d'un point par rapport à un cercle. — 
Changement d'origine sur un axe d'abscisses. — Montrer qu'un pareil 
changement n'altère pas les deux éléments d'un couple. — Étude du 

rapport |S> quand le point M parcourt la droite des deux points fixes A, B. 

JdM 

27. — Relations entre les segments que déterminent des points en 

ligne droite. — Étudier, en particulier, le cas de quatre points. — Repré- 

AM 
sentation d'un point mobile M sur une droite AB par le nombre X = — rrrr • 

BM 

— Changement de coordonnées, relation qui existe entre l'abscisse et le 

nombre X; comme application, montrer que le discriminant correspondant 

à un couple se reproduit, multiplié par le carré du module de cette substitu- 

AM 
tion; calculer le rapport — — , M étant un point d'abscisse quelconque et 

BM 

A, B les deux points d'un couple donnés par une équation du second degré. 

Transversales dans le triangle. — Théorème de Ménélaûs, extension de 

ce théorème à un polygone quelconque, extension au cas où un triangle 

est coupé par un système de droites ou par un cercle. — Application du 
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théorème de Ménclaûs au triangle, au quadrilatère complet, au théorème 
de Pascal, dans le cercle. — Théorème de Jean de Céva. — Application 
au triangle, aux cercles tangents aux trois côtés d'un triangle; propriétés 
harmoniques du quadrilatère complet. 

Puissance d*un point, par rapport à un cercle, variation de celte fonction 
dans le plan du cercle. — Axe radical de deux cercles, divers cas, où 
l'un des cercles se ré luit à un point ou à une droite. Centre radical de 
trois cercles, divers cas. — Construction simple de Taxe radical de deux 
cercles, dans tous les cas. — Application aux trois cercles décrits sur les 
diagonales d*un quadrilatère complet comme diamètres.— Cercles ortho- 
gonaux à deux cercles donnés. — Cercle orthogonal à trois cercles donnés, 
divers cas. — Applications. — Construire les bissectrices de Tangle de 
deux droites imaginaires conjuguées. — Mener, par deux points, un cercle 
tangent à une droite donnée, à un cercle donné. — Mener un cercle 
orthogonal à deux cercles donnés et tangent à une droite donnée, à un 
cercle donné, divers cas. — Mener un cercle tangent à trois cercles 
donnés ; solution de Gergonne, solution à Taide de cercles orthogonaux, 
diverses solutions. — Faire traiter comme exercices, les diverscas particu- 
liers et certains problèmes dépendant immédiatement des précédents. 

28. — Figures homothétiques. — Homothétie directe, homothétie 
inverse. — Deux définitions équivalentes. — Propriétés générales des 
figures homothétiques. — Application au cercle, & un système de deux 
cercles, à un système de trois cercles ; centres de similitude et axes de 
similitude, dans les divers cas. — Correspondance entre les points de 
deux courbes homothétiques el les sens de parcours. — Définition géné- 
rale de la similitude, application aux lignes polygonales quelconques, 
propriétés de deux lignes polygonales semblables. — Autres définitions 
de la similitude des lignes polygonales planes. — Identité, dans ce cas, 
des trois définitions que Ton peut donner de la similitude. — Cercle des 
neuf points. 

29. -— Figures perspectives. — Figures homologiques. — Théorème 
relatif aux triangles homologiques. — Existence des figures homologiques 
d'une figure donnée. — Construction de ces figures. ~~ Cas spécial des 
figures homologiques par affinité. — Définition de Tellipse, de l'hyperbole, 
de la parabole, comme sections planes du cône à base circulaire ou comme 
courbes homologiques du cercle. — Homologie de deux cercles; étudier 
avec détails les propriétés d'un couple de cercles, k ce point de vue. — 
Analogie entre Thomothéiie et Thomologie. 

30. — Figures inverses. — Application au cercle. — Diverses questions 
servant d'applications à cette théorie. 

31. — Rapport anharmonique de quatre points en ligne droite; les 
rapports anharmoniques sont égaux quatre par quatre ; les six rapports 
anharmoniques forment trois couples de nombres inverses l'un de l'autre; 
ils s'expriment tous en fonction de l'un d'eux. — Étant donnés trois 
points en ligne droite, un quatrième point est défini par le rapport anhar- 
monique qu'il forme avec les trois premiers ; construction de ce point, 
discussion ; valeurs que ne prend pas un rapport anharmonique. — Rapport 
anharmonique d'un faisceau de quatre droites, projectivité du rapport 
anharmonique. — Rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans. 
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— Expression de ces rapports au moyen de sinus. — Diverses manières 
d^exprimer que deux systèmes de quatre éléments ont mâme rapport 
anharmonique. — De Tusage du point à l'infini pour établir certaines 
relations ; diverses expressions du rapport anliarmoniq[ue. — Expressions 
algébriques du rapport anharmonique de quatre points au moyen des coor- 
données, abscisses ou rapports de ces points. — Rapport anharmonique de 
quatre nombres. — Cette fonction n'est pas altérée par une substitution 
linéaire; montrer que ceci est la traduction algébrique de la projectivité 
du rapport anharmonique. — Divers cas dans lesquels les six rapports 
anharmoniques ne sont pas distincts; éléments harmoniques, éléments 
équianharmoniques. — Digression algébrique; calcul du rapport anhar- 
monique de deux couples donnés par deux équations du second degré, 
conditions pour que ces deux couples soient harmoniques ou équianhar- 
moniques, pour qu'ils aient un point commun. — Étant donnés trois 
points par une équation du troisième degré, former celle qui donne les 
conjugués harmoniques de chacun d'eux par rapport aux deux autres. — 
Discriminant de l'équation cubique. — Condition pour que quatre points 
donnés par une équation du quatrième degré soient harmoniques ou 
équiharmoniques, pour que deux d'entre eux coïncident. 

32. — Application au cercle, rapport anharmonique de quatre points 
d'un cercle, de quatre tangentes à un cercle, extension de ces propriétés 
aux sections coniques. — Formes projectives de quatre éléments ; relier 
perspectivement deux formes projectives; application aux théorèmes de 
Pascal et de Brianchon. — Étude détaillée de la division harmonique for- 
mée par quatre points en ligne droite. — Couples de points en involution, 
diverses constructions géométriques relatives à ces couples. — Équation 
de l'involution. — Faisceau de quatre droites harmoniques, de quatre 
plans harmoniques, faisceaux involutifs, cas particuliers. — Lieu des 
points tels que le rapport de leurs dislances à deux points fixes soit 
constant. — Polaire d'un point, par rapport à deux droites, propriétés du 
quadrangle et du quadrilatère complet, triangle diagonal. 

33. — Pôle et polaire dans le cercle, discussion. — Points conjugués, 
droites conjuguées, triangles polaires. — Quadrilatère inscrit, quadrila- 
tère circonscrit. — Application immédiate de ces propriétés aux sections 
coniques. — Théorème de Desargues, réciproque. — Cas du quadrangle 
simple, du quadrilatère simple. — Application aux sections coniques. — 
Conséquences des théorèmes de Pascal et de Brianchon. — Application 
aux sections coniques. 

34. — Séries projectives, faisceaux projectifs. — Relation homogra- 
phique, divers cas. — Construction des éléments doubles. — Relier per- 
spectivement deux formes projectives ; déduire de là une définition nou- 
velle des sections coniques. — Exemples simples de séries projectives et 
de faisceaux projectifs, dans le cercle et, par suite, dans les coniques. — 
Cas particulier de la parabole, 

(A suim'e.) 
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QUESTION 324 

Sk>latioii par M. B. Sollertinsky, à Gatschina. 



Des sommets A, B, C d'un triangle ABC, avecjes côtés opposés, 
et des milieux des côtés, avec les médianes correspondantes, pour 
rayons, on décrit respectivement les cercles So, S^, Se, Ma, Mb, Me. 
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Soient A et A.' les intersections de M^ avec le cercle circonscrit 
I; A' e/ Al les intersections de S5 et Se*, A" et Aj les intersections 
de Sa et Ma; et B', G'; B^ , C^ ; B'', G" ; B, , Gj les points analogues 
aux précédents : 

1® Les cercles Sa, S5, Se, Ma, M5, Me ont pour centre radical 
commun le point H. , symétrique de V orthocentre H par rapport 
au centre du cercle circonscrit; 

2° A'B'C est le triangle orthocentrique de A^B^Gi qui est lui- 
même le triangle anticomplémentaire de ABG ; 

3® Les droites B'G', G' A', A'B' sont les axes radicaux du cercle 
circonscrit et des cercles Sa, S^, Se; elles coupent respectivement 
BiGi, GiAi, AjBi en trois points a, p, y situés sur la droite 8 de 
Longchamps; 

4^ Les points a, p, y sont respectivement les centres radicaux 
des groupes des circonférences 

\, A, Sa, Ma', $, A, Sb, Mb; ?, A, Se, Me, 

A désignant le cercle de Longchamps; 

5° Les six points A", Aj, B-', B,, G", Gj sont situés sur une 
m^éme circonférence S ayant pour centre le centre de gravité G du 
triangle et dont le rayon p est donné par la formule 

p« = - (a^ 4- b> + c*) ; 

6° Le cercle S passe par VintersecLion du cercle de Longchamps 
et du cercle anticomplémentaire du cercle circonscint; 
7** Le cercle S est le cercle directeur de l'ellipse de Steiner, 

(E. Vigarié.) 

11 est évident que les cercles Sa, S5, S, sont les anticomplé- 
mentaires des cercles ayant BG, GA, AB pour diamètres; de 
même M» , M^ , Me sont anticomplémentaires des cercles décrits 
sur les médianes comme diamètres. Or, on sait (/. E. 1889, 
p. 96. Question 320) que Torthocentre est le centre radical des 
circonférences ayant pour diamètres les médianes et aussi 
(Gatalan, Théorèmes etproblèmeSy 1879, p. 119) le centre radical 
des circonférences ayant pour diamètres les côtés du triangle. 
Donc: 

1^ Le centre radical commun des six cercles (S), (M) est le 
point H^ anticomplémentaire de Torthocentre H de ABG. Ge 
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poiDt est, par suite, symétrique de H par rapport au centre 
du cercle circonscrit $. 

A cause de Thomothétie, les cordes communes A^A', B^B', 
CiC des cercles Sa, S^, Se sont les hauteurs du triangle anti- 
complémentaire AjBiCi. Donc : 

2** A'B'C est le triangle orthocentrique de AiB^Gi ; 

3** Les points a, p, y appartiennent à Taxe d'homologie des 
triangles A^BiCi et A'B'C. Ainsi agy est l'axe orthique de 
AjBiGi et par suite Tanticomplémenlaire de celui de ABC; 
c'est donc la droite 8 de Longchamps. 

Le cercle circonscrit l étant le cercle des neuf points de 
AiB-Ci, B'C est la corde commune de 5 et Sa, AA'est celle de 
? et Ma. Soit encore 5i le cercle circonscrit à A^BjCi et par 
suite Tanticomplémentaire de Ç : B^Gi est la corde commune 
de El et S». Donc : 

4** Le point a est le centre radical de ?, l^ Sa et Ma. 

De même, p et y sont les centres radicaux des groupes 
(ï, Ç^Sb , Mb)(Ç, Çi , Se , Me). La di oite o est l'axe radical de Ç et S^ . 

On sait que la médiane d'un côté du triangle est supérieure, 
égale ou inférieure à la moitié de ce côté, suivant que Tangle 
opposé est aigu, droit ou obtus. Donc les circonférences Sa et 
Ma se coupent, sont tangentes ou intérieures l'une à l'autre, 
suivant que l'angle en A est aigu, droit ou obtus. 

Si tous les angles de ABC sont aigus, il y a donc six points 
Aa, A'', Ba, B''^ Ga, G" communs aux circonférences Sj, Mj. 

D étant le point diamétralement opposé à A^ sur Ma, on a 



2 Tri2\ =nrT"2 . a a a 2 



2 4/2AA/+2DA/- AD'\ DA/ + 3AA 



4 
2 



Mais DA2 = 4Wa = 26* 4- 2c* — a*, AAj = a; 



2 



par suite GA^^ = -(a* 4- 6* + c*). 

Getle expression étant symétrique, en a, 6, c, on conclut de 
là que ; 

5** Les six points communs aux cercles Si, M^ sont équidis- 
tants de G, et le carré de cette distance est : 

p« = i (a» + 6» + c«), 
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6® Les points a, p, y ayant même puissance par rapport aux 
cercles l, Ç^ , S, la droite 8 est l'axe radical commun de ces 
trois cercles. 

Supposons maintenant que le triangle ABC soit obtusangle 
en A. 

Uorlhocentre H, qui est le centre de i, étant alors en dehors 
de E, on a : 

HO > R, ou bien HO > HAj -^ OA. 

D'autre part HO < HA + AO < HA^ +0A. 

Donc Ç et Ç^ se coupent. Soient 6, 6' leurs points communs (*). 

06 I OG H,0 

Puisque Hê=2=GH^H;H' 

les droites OG, ôH^ sont les bissectrices, intérieures et exté- 
rieures de OôH. Par suite 

"ôh;' = HjO.H^H - O6.0H = 2(h;;ô^ - R>). 

Mais, ( HjO^ — R*) étant la puissance de H^ par rapport au 
cercle Ç, on a : 

H;ô2-R« = H,A'5éi, 

2 
■2 



d'où ôH/ = HiA'xHiA^. 

De cette expression et de 1® il suit que le cercle ayant son 
centre en Hj et H^O pour rayon coupe orthogonalement les 
six cercles (S) (M) : c'est donc le cercle de Longchamps (**). 

L'angle H^ôG étant droit, le cercle A coupe aussi orthogo- 
nalement le cercle décrit de G comme centre avec Gô pour 
rayon (***) : c'est celui qui a été désigné par S. En effet, le 
point Hi ayant même puissance par rapport aux cercles.Sô, Mi, 
et G6, ces cercles ont même axe radical — la perpendiculaire 
de Hi sur BG — (****). De là une autre manière de calculer p : 

(*) La droite 66' n'est autre que la droite 8 de Longchamps. 

(**) L'expression H, A'. H, A, étant positive, nuUe ou négative, suivant 
que H, est en dehors du segment AjA', en Ai ou entre Ai et A'. Le rayon 
du cercle A est re'el, nul ou imaginaire, suivant que le triangle A,6tC,, et 
parsuite ABC. est obtusangle, rectangle ouacutangle (Voir G. de Longchamps, 
J. S. 1886, pp. 59, 85.) 

(•**) Donc 66' ou 5, est la polaire de G par rapporta ^ {G, de Longchamps, 
toc. cit. p. 100). 

(****) Les points A^, A" sont, dans ce cas, imaginaires, mais les cercles 
Sa j Ma et G6 sont toujours coaziaux. 
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p« = (îê^ = Oe.0H-GO.GH=2R«~2Gô*=-(a«+6« + c«)(*). 

La droite 66' ou S étant ainsi Taxe radical des cercles $, Ç,, 
A, S, on conclut que : 

4® et 6®. Les points a, p, y sont respectivement les centres 
radicaux des trois groupes de circonférences 
(?, Ç,, A, S, Sa, Ma)(;, Ç,, A, S, S,, M5)(E, $, , A, S, M,, S.). 

7® Soient A,, B,, G3 les symétriques des sommets de ABC 
par rapport à G : ces points sont aussi sur l'ellipse de Steiner. 
L'hexagone ACjBAjGBj est la projection d'un autre hexagone 
ac,6a,c6j inscrit au cercle g dont l'ellipse est une projection, 
et la droite AB, étant égale et parallèle à GG, GC, on conclut 
que l'hexagone projeté a ses côtés égaux au rayon et qu'il est 
régulier. Deux rayons ga et gn, parallèles à 6c, sont donc 
perpendiculaires; donc leurs projections GA,GN sont deux 
demi-diamèfres conjugués. Mais on a : 

bc =z gn \/3; 

donc BG = GN v/3. 

De plus le carré p' du cercle directeur étant égal à la somme 
des carrés des demi-diamètres conjugués, on a 

g'» = AG« -¥- GN» = ^mf + ^* = - (a« + 6« + c^«) = p\ 
^ 939' ' ^ 

Ce cercle directeur n'est donc autre que S. 

QUESTION 331 

^lution par M. Ignacio Betens, capitaine du Génie, à Cadix. 



On œnsidère deux cercles A, ^'dont les centres sont les points 0^0'. 
La droite 00' rencontreùi^ A', respectivement aux points A, B, A', B'; 
soient M, M' les extrémités de deux rayons parallèles, de même 
direction. Cela poséy AM, B'M' se remontrent en P; BM, A'M' 
en Q. Démontrer que QP passe constamment par un point fixe. 

(G. L.) 

(*) On a aussi: 

H^*=2(H7j»-R») = 2(9GÔ*— R>)=i6R«~2{o«-4-&' + c>). 
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Soit R le point de rencontre de PQ et 00' ; les triangles sem- 
blables RBQ, RBT donnent 

BR _ B^R 
RQ "" RP * 
Les triangles semblables 2RA', RAP donnent aussi 

,.p RQRP 

. -' A RA'"RA* 

Multipliant, on aura 
BR_FR 

RA' "" RA ' 

|b' d*où 

RA'.RB' = BR.RA. 
C'est-à-dire que la 
puissance de R, par 
rapport aux deux cercles, est la même. Le point R appartient 
donc à Taxe radical des cercles 0, 0'. Ainsi la droite PQ passe 
par ce point fixe. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Svéchnicofif, professeur au Gymnase 
de Troïtzk; B. SoUertinsky, à Gatschina. 




QUESTION 352 

Solution par M. B. Sollbrtinskt, à Gatschina. 



Soxi A la circonférence circonscrite au triangle ABC. Par un 
point M, pris sur A, on fait passer deux circonférences, respec-- 
tivement tangentes aux calés AB, AC, aux points B, G. Elles se 
coupent en un point A', situé sur BG. Démontrer cette proposi- 
tion, et reconnaître que A A' et les droites analogues, BB', GG , 
sont concourantes, (G. L.) 

^^ Si M est un point de Tare AB, et si la circonférence A', 
tangente en B, à AB, rencontre la droite BG en A', le point A 
doit être sur le prolongement de GB; et Ton aura 

fîTB = (MBa) = MGÀ. 
Ainsi, la circonférence A'MG est tangente au côté AG, en G. 
De même, si M npparliont b Tare AC. la circonférence A', tan- 
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gente en G, à AG, rencontre le prolongement de BG eu un 
point A' qui appartient aussi à A'. 




M' 



Si Ton suppose enfin que M est sur l'arc BG et que A' ren- 
contre BG en A', on aura 

STM = TT - MBA = AGS> S(M, 
d'où Ton conclut que le point A' est situé entre B et G, et que 
la circonférence MA'G est tangente, en G, à AG. 
2** En désignant Tare AM par 2a, on a, dans tous les cas 

BA[_sinB 
BM sin a 
GA' sin G 



GM sin a 
BA' BM sin B 



d'où 

^*^ GA' GM sin G 

Donc, en observant que Tun seulement des trois points 
A , B', G' est sur le côté même et que les deux autres sont sur 
les prolongements des côtés de ABG, on a 
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BA' CB' kC 



n/ 



A'C B'A G'B 

Par suite, les droites AA', BB', CC sont concourantes. 
Autrement: Soient Mj Tinverse de M, par rapport à ABC; 
M', M' les points ou la droite AM, rencontre BC, A. 

BM _ CM' 

^""^ GM~BM^'' 

et, d'après (1), 

BA' _ CM' sin B _ GM\AC _ GW 

CÂ' ~" BM' sin G " BM\ AB "^ BÏf* * 
Donc, les points A', M' sont isotomiques .Gonséquemment : 
Les droites AA', BB', GG' concourent en point R, réciproque 

Remarques. — 1 . Si Ton suppose BA' = GA', on conclut, de (1) 

BM _ sin G _ AB 

G¥~ sïnB ~ AG* 
Donc, la circonférence passant par le milieu de BG et tangente, 
en B, au côté AB d'un triangle ABC, rencontre la circonférence 
circonscrite sur la symédiasfie issue de A. 

2. — Si la tangente, en A, au cercle circonscrit A, rencontre 
BC en A', on a 

A'aM = ACST = BA^, 
les quatre points A, A', A", M sont sur une même circonférence. 
On a ainsi les propositions suivantes : 

Soient A A", BB'', GG" les tangentes, aux sommets d'un triangle 
ABC, au cercle circonscrit; M un point quelconque de ce cercle. Si 
les circonférences kk"^, BB*M, GG'M coupentBG, GA, khrespec- 
tivement en A', B', G', les droites AA', BB', CC sont concourantes. 

Les tangentes auxsomnietsd'untinanglekBG,aucerclecirconscrit, 
cùupefiit les côtés opposés en A", B', G'. Soient encore k\ B\ C les 
points isotomiques des intersections des côtés avec les parallèles à 
une même direction, menées par les sommets opposés. Trois circon- 
férences A A' A', BB'B^' GC'C*, passent par un même point M, dont 
le lieu Côt la circonférence ABC. 

3. — Soient 0, 0', 0" les centres des cercles ABC, A'MB, 
A^MG; A, le point, sur A, diamétralement opposé à A. En con- 
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sidérant les angles MO'B, MO'G, MOA, on voit aisément que 
les cinq points M, 0, 0', 0', A, sont sur une même circonférence ^ 




et que M e*'^ le centre de similitude des triangles ABC, OO'O', di- 
rectement semblables. 

De là, résulte cette proposition : 

Des sommets d'un triangle ABC, comme centres, on décrit trois 
circonférences, A^, A„ A,, qui passent par un même point M du 
cercle circonscrit A. 

/° Ces circonférences se coupent deux à deux en points S^, S,, S,, 
situés sur une mém£ droite (*). 



(*) D'un point M^ appartenant à une circonférence 0, Ton mène trois 
cordes MA, MB, MG ; sur ces droites, prises èomme diamètres^ on décrit 
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2*» Si A', B', C sont les points des cercles A^, Aj, Ag, diamétra- 
lement opposés à leurs intersections Ai,Bi,Ci, avec le cercle A, les 
triangles A'S,S„ SjB'S^, SjSiC sont directement semblables à 
ABC, leur centre de similitude étant en M; et deux quelconques 
des trois cercles A^, A,, A^, sont tangentes aux côtés du triangle 
inscrit dans le troisième. 

3^ Les circonférences concentriques, menées d'un point variable 
M', pris sur A, avec les rayons M'A,, M'Bj., M'C,, coupent respec- 
tivement Aj, Aj, Ag, aux points N^, N„ Nj, situas sur une droite 
qui tourne autour d'un point fixe. Ce point fixe est M. (Voir 
question 327.) 



QUESTION PROPOSEE 



390. — Si Ton joint le point D', où la bissectrice extérieure 
de Tangle A d'un triang^le ABC rencontre la circonférence 
circonscrite F, au centre I du cercle inscrit; cette droite D'I 
rencontre r en un second point A'. Démontrer que AÂ' passe 
par le centre de similitude externe des circonférences consi- 
dérées. (Lauvetmay,) 

ERRATA 
P. 5. Au lieu de p« = KV>-|t..M„ ^ ^.^^ ^, ^ ->KV--S..M.. 

P. 18, 1. 5 (d'en bas). Au lieu de rectangles, lisez semblables. 

P. 19, \.3. Au lieu de sur BG lisez sur le côté même. 

P. 19, 1. 4. Au lieu de de ce côté, fise^ du côté correspondant. 

Année 1890, p. 240, 1. 4. Après la puissance, ajoutez changée de signe. 

trois circonférences, les points P, Q, R, où ces lignes se coupent deux à 
deux, sont situés sur une même droite. E. CatcUan. Théorèmes et problèmes 
de Géométt'ie élém^entairCy 6* édition, p. 41. (Les centres des cii conférences 
sont sur le cercle, décrit sur OM comme diamètre ) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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DES COORDONNÉES ANGULAIRES 

Par M. Ang, Poulain, à Angers. 
{Suite et fin, voir p. 52.) 



12. — Nous allons rencontrer des triangles tels que les sinus 
de leurs angles soient connus au signe près, ou, dans d'autres 
cas, tels que Ton connaisse les tangentes de ces angles : 
1® on peut alors construire un triangle semblable : car, dans le 
cas des sinus, les côtés sont proportionnels à des quantités 
connues ; et, quand on connaît les tangentes, les sinus peuvent 
être obtenus, au signe près; 2^ on peut calculer les angles sans 
ambigu'Ué. On trouve, il est vrai, deux valeurs. Mais une des 
combinaisons doit donner une somme égale à i8o® et elle est 
unique, sans quoi on pourrait construire deux triangles non 
équiangles et ayant pourtant leurs côtés proportionnels aux 
mêmes quantités. 

13. Théorème (*). — Soient M, M' deux points inverses, 
Sij après avoir formé leurs triangles podaires, on les fait towner 
en sens contraire d'un mênie angle cp, sans changer leur forme et 
en les laissant inscrits à ABC, les nouveaux triangles restent 
inscrits au même cercle. 

En effet, le sommet A^ décrit une perpendiculaire au rayon 
vecteur initial MA^. Donc le centre w du cercle circonscrit décrit 
aussi une perpendiculaire à son rayon initial Mo>i, c'est-à-dire 
une perpendiculaire à MM' en son milieu wj.Le centre o>', relatif 
à M', décrit la môme perpendiculaire que w, et comme cd et 
(o' tournent,run de 9, l'autre de — <p, ils coïncident toujours. 

14. Corollaire I. — Réciproquement; si deux triangles 
variables sont inscrits à ABC et à un même ce7xle, et que le premier 
reste semblable à lui-même, il en est de même du second et leurs 
centres permanents de similitude sont deux points inverses, 

(•) Neuberg, J. E. 1886, p. 153. 
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Car soit 9 Tangle dont le premier triangle a tourné à partir 
du triangle podaire de M. Si nous faisons tourner de — cp le 
triangle podaire de M', ce triangle coïncide avec le second 
triangle donné, puisqu'il est à Tintersection des mêmes lignes. 

15. Corollaire II. — En tenant compte de nos conventions 
de signes, on a toujours, entre les angles correspondants des deux 
triangles mobiles, la relation 

(S) Al -h a; = - A -4- K.w (K =^ o ou ± i) (*). 

En effet, si nous amenons les deux triangles à être les 
podaires de M et M', (S) est la conséquence de (4) et de (L. 11). 
Pour K, on voit à priori qu'il ne peut dépasser — i . Il ne 
dépasse pas non plus la quantité + i ; autrement, les six angles 
seraient positifs et auraient une somme plus grande que 36o®. 

Dans les applications, on peut donc calculer A[, B[, Ci (16) 
et dire Torientation du triangle au moyen des signes de leurs 
tangentes. 

16. — Si l'on déplace, parallèlement à eux mêmes, les côtés 
de ces triangles, ces côtés restent deux à deux antiparallèles 
respectivement par rapport à A, B, G et, comme cas particulier, 
peuvent devenir des droites isogonales formant des triangles 
circonscrits. Les angles ne changeant pas, les formules ci- 
dessus s'appliquent à ce genre de triangles. 

17. Tr^iangle en M. — Par abréviation, nous appellerons 
ainsi le triangle que forment les trois transversales angulaires 
de M, lorsqu'on déplace une au moins d'entre elles, parallèle- 
ment à elle-même. La méthode du n® 7 montre : l^ que le 
triangle en M, AoBqCo, a une orientation contraire à celle de ABC, 
quand M e*^ situé dans un des angles tronqués de ABC. Autre- 

(*) M. Taylor a étudié la relation entre ces deux angles dépourvus de 
signes. L'énoncé (J. E. 1887; p. 107; renferme une inexactitude. Mais 
M. Vigarié nous a demandé de faire savoir qu'elle est due uniquement, à la 
traduction d'un passage difficile. Cette traduction dit qu'il n'existe que 
deux types de formules (pour les aagles dépourvus de signes). Or, il existe 
ua troisième type, dans lequel les sommes sont remplacées par des diffé- 
rences. M. Taylor ne s'était pas proposé d'étudier tous les cas. Si on veut 
établir directement toutes ces formules, il faut examiner trente^rois cas 
différents, pour les positions des six sommets. 
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ment, Vorientation est semblable. Le changement d'orientation 
a donc lieu quand M traverse un côté indéfini de ABC ou la 
droite de Tinfini ; 2® V angle Aq du triangle a pour valeur 

(6) Ao = - 9G -4- Ktt, (K = g ou ± i). 

K = + 1, pour M situé à l'intérieur de ABC ou dans V angle 
opposé à A; K = — i , dans V angle tronqué A; K = o dans les 
trois régions extérieures à K ou à son opposé; 3® par suite, les 
tangentes rfe Ao, . . . i^ont toujours égales et de signes contraires à 
celles de SB ; 4® tes sinus ne sont les mêmes quau signe près. Le 
signe est le même lorsque K = ± i . 

18. — Il suit de 4® que les côtés sont proportionnels à Xoc, . . . 
(p. 39, n® 14), c'est-à-dire aux côtés du triangle podaire multi- 
pliés par X, j/, j5. D'après 3% quand on connaît SB, . . . on peut 
construire un triangle semblable à AoBqCo (12), calculer ses 
angles et dire son orientation. 

19. — Ce qui rend ce triangle important, c'est qu'e/ est sem- 
blable à six espèces de triangles déduits de M; et d'abord on 
trouve : 

1® Le triangle antipodaire de M, Il est circonscrit à ABC et a 
ses côtés perpendiculaires à MA, ... Ses sommets peuvent 
s'appeler les conjugués antipodaires de M. Ce triangle A^BjCj 
est toujours directement semblable au triangle en M. 

20. — M et A,, sont diamétralement opposés sur le cercle 
latéral de M. Par suite, on a, en désignant par a,, aj^ des coor- 
données absolues, 

MA.= " =^^^; 
sin3b 2ai x^ 

et dès lors MA,, . . . sont proportionnelles à Xa?, . . . c'est-à-dire 

aux tripolaires X', ... de l'inverse de M (/. S. 1890, p. 40). 

La formule (4) montre que l'angle B,MC, = A — 9B -hK.ir. 

21. — Les coordonnées normales du sommet Aj sont 

Xg _ YJy -4- X cos C) _ Za(z + x cos B) 
^ ^ ^i~~ X -\-y cos C a? H- jj cos B 

On le prouve en établissant que la perpendiculaire BA„ à BA, 
a pour équation 

(9) X{x -f J2 cos B) = - Z(z -+- X cos B). 
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22. — Si M vient se placer sur le cercle circonscrit, il en 
est de même de A,. Les formules (8) donnent le moyen le plus 
simple de déduire le point de Tarry de celui de Steiner. 

23. — Les angles A„ . . . sont connus, comme égaux à ceux 
du triangle en M. Si, dans la formule (6), on change S6 en 
— 9S +K'it, on a l'angle Ai relatif au point jumeau, et Ton 
trouve tang A^ = — tang Ai. Donc deux points jumeaux ont des 
triangles antipodaires symétriquement semblables (*). 

M. Artzt appelle ces triangles : antipodaires jumeaux. 

24. — Si Ton veut circonscrire à ABC des triangles sem- 
blables à FQR, on obtientdouze séries. Clmcunea uncentrepernui- 
nent de similitude qui a un de ses tnangles pour antipodaire. Dès 
lors, on calcule facilement S6 pour ces points (6). Ce sont les 
inverses des centres relatifs aux triangles inscrits (8). 

25. — On a pour A, 

(10) a,ou A,B ==}icotgBA,M==acotgBGM=[jLfcotC-4- •^^; 

\ 2oa/ 

Par suite, le côté B,C, qui, pour M intérieur à ABC, égale 
ABj -4- ACj, a finalement pour valeur 

(il) B.c^=-^- 

Vérification : les trois côtés sont proportionnolsà >.3t. ... (18) . 

26. — L'aire de AjB,C, égale 

(IVpY)* 

Car S, == - AjiCj. A2B2 sin 3G, et si a 3S est donné par la for- 

mule 14 de la p. 39. 

27. — La formule générale de l'angle de deux droites donne 
l'angle des directions MA, BC. On a 

(13) 

p cotg B - Y cotg C P cotg y - y cotg ^ 
cot (A MA, BO) = ^^ = ^-^ 

* 

(*) On a cet énoncé de M. Neuberg : les points jumeaux sont les som- 
mets de faisceaux abouliasant à A, B, G et symétriquement égaux. (Des 
projectiouH, p. 19.) 
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En prenant le complément de cet angle, on a Taogle de 
BjCj et de BG. En recourant à l'inverse de M, on a de même 
Tanglc de BG et du côté Bfi^ du triangle podaire de M. 

28- — ^2^ et 3°. Le triangle en M est directement semblable au 
triangle podaire de Vinverse M' de ^L et à son homothéliqiie, signalé 
plus haut (§ 11). Car ce triangle relatif à M' est homothétique 
de Tanti-podaire de M. On sait, en effet, que deux côtés corres- 
pondants à A sont perpendiculaires à AM. 

4*^ Par suitey le triangle en M est directement semblable au triangle 
inscrit dans le cercle ABC cl obtenu en prolongeant A M',... 
(J. S. 1890, p. 7). . 

S<* // en est de même du triangle de Lionnet du point M. M. Neu- 
berg (*) appelle ainsi le triangle dont les sommets sont les 
centres des cercles MBC, ... Il est homothétique de l'anti- 
podaire.- 

29. — 6^ Enfin le triangle eu M est symétriquement semblable 
aux triangles tels que BGM«, dont le sommet M„ s'obtient en 
cherchant la seconde 
i nter section du cercle 
MBC avec AM. Par 
suite,on connaît leurs 
angles. Les tangentes 
sont toujours égales et 
de signes contraires à 
celles de 3G, . . . Les 
sinus sont égaux, au 
signe près. Uangle 
correspondant à ^ est 
situé en B. 

Empruntant une 
expression proposée 
par M. Neuberg {Sur 

les projections^ p. 13), nous appellerons ces figures les liHangles 
annexes de M. Les sommets Ma, ... seront les points annexes 
de M. 




(*) Sur les projections. Bruxelles, Hayez. 1890. 
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Pour ces triangles, notre convention de signes (6) revient à 
regarder leurs angles comme des coordonnées angulaires 
de Ma, ... 

30. — Il suit de là que les trois triangles annexes de M sont 
semblables entre eux et de même signe^ et par suite qu'tb sont 
semblablement placés par rapport aux côtés de ABC, c'est-à-dire 
tournés tous vers Tintérieur ou tous vers Textérieur. 

Deux à deux, ils ont A, B, C pour centres de rotation. Ils 
sont donc autrement disposés que les trois triangles semblables 
qu'on étudie au sujet de Thyperbole de Kiepert (J. S. 1886, 
p. 75) et qui ont BC,... comme côtés homologues. 

31. Utilité des triangles annexes. — Quand M est donné par 
9B,.,. ou par les tangentes de ces angles, on pourrait construire 
M par des arcs de cercle. Les triangles annexes permettent de 
construire directement les transversales angulaires de M. 
C'est à cette méthode que revient la construction habituelle 
des points de Brocard et des centres isogones. 

Qua,nt aux triangles annexes, on les a, comme forme et 
orientation, puisque Ton connaît ces deux éléments pour le 
triangle en M (18). 

32. Coordonnées barycentriques de Ma (a', p', y'). — Si Ton pose 

Ê' y' a' 

(14) ïï = - = - 

P Y P 

et qu'on cherche l'intersection de AM et du cercle MBG, on 
trouve 

33. — Gomme M est un des points annexes de Ma, on déduit 
M de Ma par des formules analogues à (14). 

34. — Le théorème de Ptolémée donne 

(16) MMa= ^'P-^A . 

Aa 

35. — On a, au signe près, pour les coordonnées tripo- 
laires de Ma, 
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(17) AMa = 

(18) GMa = 



Xa 



la 

(18) résulte de (29) ; (17) s'obtient en prenant MBC pour 
triangle de référence et appliquant la formule 7 de la p. 38. 
On trouve ainsi l'expression du produit AM.AMa. 

36. — Il résulte de là (M. 1886. p. 212) que : 1« AMa, BMb, 
CMc sont inversement proportionnelles à Xa,... c'est-à-dire aux 
côtés du triangle en M ; 2® les couples de triangles tels que 
ABMb, ACMc ont les côtés proportionnels. 

37. — On peut concevoir des points annexes du second 
ordre Ma,... et ainsi de suite, en prenant MaM^Mcpour triangle 
fondamental. Les nouveaux triangles annexes sont semblables 
aux anciens et semblablement orientés. Car, de M, on voit encore, 
sous les angles J-),..., les côtés du nouveau triangle fonda- 
mental. 

Si Ton applique le théorème de Ptolémée au quadrilatère 
MMoMbMc, on obtient MMa, puis AMa, et Ton trouve que Ma est le 
symétrique de Ma par rapport à A (M. 1886, p. 111). De même 
àJ o est le symétrique du précédent Ml par rapport à Vantéprécédent; 
et ainsi de suite. Cela permet d'obtenir les coordonnées bary- 
cen-triques de ces points, 

38. ~ Les douze associés angulaires qui ont des triangles 
podaires semblables à PQR ont des triangles annexes sem- 
blables, mais ils ont tous des dispositions différentes sur BC. 

39. — Le calcul montre que les points annexes Ma, Ma de 
deux points inverses sont eux-mêmes des points inverses. Dès lors, 
pour les obtenir, il suffit de prolonger deux à deux les côtég 
des triangles annexes de M (Neuberg, M. 1886, p. 212). 

40. — M. Morgan Jenkins (ibid.) a établi que les droites 
MaMa,... sont toutes parallèles à MW ; ce qui est un cas parti- 
lier de (3). Cela permet de déduire MaMa de MM'. On a (17) 

(IQ) MgM; _ AM _ X«a 

^ ^ MM' ~ AMa ~ (tP * 
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LES PROGRÈS 

DE LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE, EN 1890; 

Par M. E. Tîg^arié. 

{Suite et fin, voir p. 56.) 



10. Paraboles de Mandart. — Soient ABC un triangle 
quelconque, A', B', G' les milieux des côtés, I, !«, I5, !« les 
centres des cercles tangents aux trois côtés du triangle. 

Preoons sur BA, CA, d'un même côté de BG, les segments 
BM = GN = A; 

Sur CD, AB, d'un même côté de GA, les segments GM^ 
= AN, = Ai; 

Sur AG, BG, d'un même côté de AB, les segments AM, 

Appelons (/«, dû, de les trois transversales MN, M^Ni, MaNj. 

Les transversales da, db, de enveloppent des paraboles Ma, 
Mb, Me. Ge sont celles qui ont été étudiées par M. Mandart 
{Su7' un groupe de trois paraboles, M., pp. 30-33). 

1. La parabole M^ touche AB, AG en des points m, n. La droite mn est 
parallèle à la bissectrice AL Le sommet S^ est au milieu p de mn. 

2. Elle est inscrite au triangle ABC ; son foyer est le point de rencontre du 
cei'cle circonscrit et de Vaxe AS^. La directrice est parallèle à AI et elle passe 
par V orthocentre H. 

3. La parabole M<, a, pour équation barycentrique : 

a«(b — c)«+b=*p=» 4- cV + 2b(b — c)a^ — 2c(b — c)oLy + sbcPy = 0. 

4. Si r et 0' sont les centres du cercle inscrit et des cercles circonscrits au 
trianglela^ijlc, la tangente au sommet S^, est la droite AT. Les points II, I', O' 
sont trois points en ligne droite; Test au milieu de HO'. Les cordes de contact 
mn, mjni, mjna concourent au point symétrique de I par rapport à V. 

M. Mandart donne plusieurs propriétés des transversales 
da, db, de et d'un second groupe de trois paraboles qui pré- 
sentent de grandes analogies avec les précédentes. 

11. Coniques remarquables. — M. Boutin a étudié 
un groupe de quatre coniques, sont les transformées par 
points inverses des droites qui joignent le centre du cercle 
circonscrit aux centres des cercles tangents aux côtés du 
triangle (Sur un groupe de quatre coniques remarquables du plan 
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d*un triangle. J.S. pp. 104-107, 124-127). Ces quatre coniques, 
désignées par (B), (Ba), (Bb), (B^) donnent lieu aux propositions 
suivantes : 

1. Atf B„ Cl éUint les points de contact du cercle inscrU avec les côté» de 
ABC, si Ion porte dans le même sens^ sur lÂi, IB,, ICi, les longueurs lA^ 
= IBs = IGa = 1; les droites AA,, BB^, GG, sont concourantes. Le lieu de 
leur point de concours est la conique (B). 

On a des théorèmes analogues quand on remplace le centre du cercle 
inscrit par Tun des centres des cercles ex-inscrits. 

2. Si un triangle se déforme de manière à rester à la fois inscrU et circon- 
scrit à deux cercles fixes, la droite qui joint son point de Nagel à son point de 
Gergonne pivote autour d'un point fioce de la ligne des centres. Dans le même 
mouvement le premier réciproque du point de Nagel de totu ces triangles est 
fixe. 

12. Cubiques. — En 1889, M. Boutin avait donné une 
Note sur les cubiques remarquables du plan du triangle (J.S., 
p. 263). Nous avons complété cet article par Tindication 
{Note bibliographique sur les cubiques, J.S., 1890, pp. 63-69) de 
quelques renseignements bibliographiques. Notre Note est 
suivie d'une communication de M. Boutin (pp. 67-69) sur les 
cubiques étudiées Tannée précédente. 

Dans des Problèmes sur le triangle (J.S., 1890, pp. 263-269) 
M. Boutin est revenu sur ce sujet. Il donne les propositions 
suivantes : 

1. On coTuidère, dans le plan du triangle ABG, un point M dont les coor- 
données normales sont : x', y\ z. Sur les projetantes orthogonales de M et dans un 
mémesens, on porte les longueurs M A'= Kx', MB' = Ky', MG' = K»'. Déterminer 
K de manière que les droites AA', BB', GG' soient concourantes. Déterminer les 
points M tels que ces droites concourent quel que soit K. Le lieu du point de 
concours quand M coïncide avec le centre du cerde circonscrit est la cubique 
des inverses relative à Vorthocentre^ 

2. On considère un point M dans le plan d^un triangle; de ce point, sur des 
perpendiculaires aux côtés et dans un même sens, on porte des longueurs 
MA' = KxJ, MB' = KyJ, MG' = Kzî (xi, yj, z[), étant les coordonnées 
dun point quelc(ynque P. Déterminer K de manière que les droites A A', BB', 
CG' soient concourantes. 

3. Une droite quelconque coupe la droite d'Euler en un point dont le para- 
mètre est E, et Vhyperbole de Jérabek en deux points dont les paramètres sont : 
Ks, E3, Il existe entre K^ K,, K,, la relation : 

I -h K,Ej|E3 cos A cos B cos G = o, 
Gomme cas particuliers, on a les deux propriétés suivantes : 

4. La droite qui joint deux points de l'hyperbole de Jerabek, dont les para- 
mètres ont un produit constant, rencontre ta droite d'Euler en un point fixe P. 

5. La droite qui joint un point q[udconque de la droite d'Euler à un point de 
Vhyperbole de Jerabek, choisi de manière que le produit des paramètres soit 
constant, rencontre la courbe en un second point fixe P,. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1891. 4. 
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L'article de M. Boutin est suivi d'une intéressante Note de 
M. Neuberg (pp. 269-270). 

La multiplicité des travaux provoqués par la Géométrie 
du triangle, et le manque d'espace, nous obligent à signaler 
seulement les Propriétés du triangle (J. E., 1890, pp. TS-"/?, 
97-99) de M. Bénézech et la Théorie des triangles caractérisés 
(J. E., 1890, pp. 203-206, 234-237, 252-256) de M. de Long- 
champs. L'auteur appelle ainsi les triangles dans lesquels les 
côtés a, 6, c vérifient une relation telle que 

aa' -H p6* -4- yc' = G. 

13. Généralisations. — Divers efforts ont élé tentés 
pour généraliser la Géométrie du triangle, et l'appliquer, par 
des transformations convenables, aux polygones plans et aux 
figures à trois dimensions. Nous mentionnerons, à ce propos, 
deux Mémoires publiés dans Mathesis, 

1® Complément à la théorie des polygones harmoniques^ par 
M. J. Casey (M. pp. 96-104). 

2^ Sur le tétraèdre orthocentrique, par M. de Longchamps (M. 
pp. 49-53, 77-82). 

Nous rappellerons aussi que nous avons publié, nous-même, 
dans les Comptes-rendus de V Association française pour V avance- 
ment des Sciences (Congrès de Paris) une Esquisse historique sur 
la marche des développements de la Géométrie du triangle, dans 
laquelle nous avons essayé de résumer les progrès de cette 
science depuis son origine. 

Citons, pour terminer, deu^ ouvrages parus récemment : 

l^ Géométrie élémentaire récente, par M. J. Casey. 80 pages 
in-8®. C'est la traduction, par M. Falisse, du chapitre supplé- 
mentaire de A Sequel to Euclid, paru dans Mathesis (janvier 
1889). L'ouvrage contient le complément à la théorie des 
polygones harmoniques (itf., avril 1890). La préface, due à 
M. Neuberg, signale les principaux promoteurs de la Géomé- 
trie du triangle. 

2^ Synthetische Beweise planimetrisôher Sâlze, par M. W. 
Fuhrmann. 190 pages et 14 planches, livre analysé dans ce 
journal (1890, p. 160). 
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ESSAI SUR UN PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES 

A l'usage 

DE LA CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (a) 
Par M. numbert, professeur au Lycée Louis-le-Grand. 

{Suite et fin, voir p. 59.) 



Courbes usuelles. — Ellipse. 

35. — Premières propriétés deTellipse; définition delà courbe, axes de 
symétrie centre. — Tracé d*un mouvement continu. — Premier tracé par 
points; en déduire a; et y en fonction d^une variable t; équation de Tellipse. 

36. — Intersection de Tellipse avec les droites passant en l'un des foyers, 
cercles directeurs des foyers. — Deuxième tracé par points. — L'ellipse 
est le lieu des points équidistants d'un cercle et d'un point intérieur. ~ 
Déduire de ce qui précède que l'ellipse est une courbe fermée et conti- 
nue, sans point double, sans point de rebroussement. — Points intérieurs, 
points extérieurs à l'ellipse. — Intersection de l'ellipse avec une droite 
rencontrant le grand axe entre les foyers, et, en particulier, avec une 
droite quelconque, passant par le centre. — Intersection de l'ellipse 
avec une droite laissant les foyers d'un môme côté, point pour lequel 
MF + MF' est minimum. — Considération du symétrique d'un foyer par 
rapport à une droite donnée. « D'après la position de ce point, diviser 
les droites du plan en groupes, sécantes, non sécantes et tangentes. — 
Trouver les points de rencontre d'une droite avec une ellipse; discus- 
sion, examen de divers cas particuliers. 

37. — Tangente. — Propriété fondamentale de la tangente à l'ellipse ; 
existence de cet élément; diverses démonstrations. — La tangente est tout 
entière à l'extérieur de Tellipse, sauf le point de contact; l'ellipse est une 
courbe entièrement convexe ; elle tourne sa concavité vers les foyers. — 
Lieux des symétriques des foyers par rapport aux tangentes, des projec- 
tions des foyers sur les tangentes, cercle principal de l'ellipse. — Rela- 
tion qui existe entre le point de contact, les projections des deux foyers 
sur une tangente et le point de rencontre de cette droite avec le grand 
^ae. — Normale, position de la normale, normales et tangentes au som- 
met. — Le produit des distances des deux foyers à une tangente quel* 
conque est constant. — Propriétés métriques de la normale, corde des 
pieds des deux normales menées par un point d'un axe. 

38. — Mener à l'ellipse des tangentes parallèles à uue direction donnée, 
diamètre des points de contact, tangentes parallèles à ce diamètre, dia- 
mètres conjugués (première définition). 

39. — Mener, par un point, des tangentes à l'ellipse; deux méthodes, 
discussion. — Lieu des sommets des angles droits circonscrits k une ellipse. 
^ Propriétés angulaires du couple de tangentes issues d'un point. — La 
portion de tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est vue de 
l'un des foyers sous un angle dont ]& sinus est constant. 
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40.— Cas OÙ la corde des contacts des tangentes fixes passe au foyer. — 
Rapport anharmonique de quatre tangentes à une ellipse. — Les seg- 
ments interceptés sur deux tangentes fixes par une tangente mobile véri- 
fient la relation TM'.JM = G^*. ~ Cas de deux tangentes parallèles, 
AM.A'M' =:rr' =^ G^% A et A' étant les points de contact. — Relations 
entre les demi-axes, a et 6, et les demi-diamètres conjugués, a et ^ ; théo- 
rèmes d^Appolonius. — Position du point de contact sur la tangente 

MP AM 

mobile, ^77=: = — -rrrr, ; coordonnées obliques du point de contact, par 
M P A M 

rapport aux axes oa et 0|3, équation de Tellipse dans ce système d'axes; 
chacun d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à Tautre, 
— Pôle et polaire, définition spéciale permettant de montrer la récipro- 
cité, propriétés d'un système de diamètres conjugué. — Segments inter- 
ceptés sur une tangente fixe par deux diamètres conjugués quelconques, 
points d*oii l'on voit ces segments sous un angle droit. ~ Problème de 
Ghasles. — Réciproques des relations segmentaires qui sont la base de cette 
théorie. — Gas particuliers des tangentes aux extrémités des axes, 
réciproques dans ces cas. — Parallélogramme inscrit, parallélogramme 
circonscrit. — Propriétés ponctuelles analogues aux précédentes, 
réciproques. — Rapport anharmonique de quatre points d'une ellipse. 

41 . — L'ellipse est la proj ection orthogonale de son cercle principal ; elle a 
pour projection le cercle décrit sur le petit axe comme diamètre. — Homo- 
logie par aflSnité entre Tellipse et l'un de ces cercles. — Théorie géomé- 
trique de Tcllipse envisagée comme projection orthogonale du cercle; 
divers problèmes; en particulier, diamètres conjugués, propriétés diverses 
d'un système de diamètres conjugués, etc. — Propriétés des pôles et 
polaires dans Tellipse. — Foyers, directrices, propriétés diverses de ces 
éléments. — Réciproque : l'ellipse est le lieu des points tels que le rapport 
de leurs distances à un point fixe et à une droite fixe soit un nombre 
constant, plus petit que l'unité, etc. 

42. — Des sections elliptiques du cône oblique à base circulaire. — 
Cas des sections cycliques. — L'ellipse est, d'une infinité de manières, 
la projection conique ou oblique d'un cercle. — Des sections elliptiques 
du cône à base elliptique, etc. 

Hyperbole. 

43.— Programme général de l'ellipse. — Examen détaillé de l'intersec- 
tion de la courbe avec une droite ; Intérêt particulier de ce problème. — 
Division des directions du plan en deux groupes, celles qui rencontrent 
les deux branches de courbe, celles qui ne rencontrent qu'une seule 
branche ou qui ne rencontrent pas la courbe. — Directions asympto- 
tiques, etc. — Utilité des projections coniques pour l'étude des propriétés 
des pôles et des polaires. — Montrer que celte méthode peut s'appliquer 
à Tellipse. 

Parabole. 

44. — Définition. — Premières propriétés, sommet, axe. — Tracé delà 
courbe d'un mouvement continu ;la parabole est une courbe continue. — 
Intersection de la courbe avecles droites perpendiculaires à l'axe, avec les 
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parallèles à Taxe. — Divers tracés par points. — Intersection delaconrbe 
avec les droites passant au foyer. — Intersection avec une droite quel- 
conque. — Diamètre conjugué d'une direction donnée. — Points inté- 
rieurs, points extérieurs. 

45.— Tangente, propriété fondamentale de la tangente; la tangente, abs- 
traction faite du point de contact, est tout entière à Textérieu rde laparabole; 
la parabole est une courbe entièrement convexe. — Lieu des symétriques 
du foyer par rapport aux tangentes. Lieu des projections du foyer sur les 
tangentes. — Lorsqu'un angle droit est tel qu'un de ses côtés passe par 
un point fixe et que son sommet glisse sur une droite fixe, le second 
côté enveloppe une parabole. — Sous-tangente, normale, sous-normale; 
propriétés réciproques. — Ëquation de la parabole; réciproque. — Triangle 
circonscrit à une parabole. — Construire une parabole tangente à quatre 
droites données. 

46.— Mener, à une parabole une tangente parallèle à une direction donnée, 
diamètre de cette direction. — Mener, à une parabole, des tangentes par 
un point donné; diverses méthodes, discussion. — Propriétés angulaires du 
couple de tangentes issues d'un point. — Lieu des sommets des angles 
de grandeur constante circoascritsft une parabole, cas de Tangle droit. — 
La portion d'une tangente mobile, comprise entre deux tangentes fixes, 
est vue du foyer sous un angle constant. — Réciproque générale de cette 
propriété. — Une tangente mobile décrit sur deux tangentes fixes des 
segments proportionnels. ^ Réciproque. — Propriétés métriques rela- 
tives à un point, au diamètre qui passe en ce point et à la corde des con- 
tacts. — Si un point se meut sur une perpendiculaire à l'axe, le produit 
des segments interceptés par les deux tangentes issues de ce point sur la 
tangente au sommet est constant. — Réciproque. — Relation entre le 
segment compris entre le point de contact d'une tangente fixe et une 

AF sin qp 
tangente mobile et l'angle des deux droites, AM = -; — - — ^ . — Réci- 

' sm (6 -4- qp) 

proque. — Importance de cette relation au point de vue projectif. — 
Equation de la parabole rapportée à un diamètre et A la tangente à 
l'extrémité. — Si on coupe un côue oblique à base circulaire par un 
plan parallèle à un plan tangent, la section est une parabole. — La para- 
bole peut être considérée d'une infinité de manières comme étant la pro* 
jection conique d'un cercle. — Sections planes du cône à base circulaire, 
du cône à base elliptique, du cône à base hyperbolique, du cône à base 
parabolique; ces trois derniers cônes se ramènent à un seul. 

47. — Pôles et polaires dans la parabole. — Propriétés harmoniques du 
foyer et de la directrice. — Rapport anharmonique de quatre tangentes 
à une parabole ; rapport anharmonique de quatre points. — Etablir direc- 
tement ces dernières propriétés, sans considérer la parabole comme pro- 
jection conique d'un cercle. — La parabole peut être considérée comme 
la limite d'une ellipse ou d'une hyperbole. 

48. — Homothétie et similitude dans l'ellipse, l'hyperbole et la para- 
bole. — Lieu des intersections successives de deux rayons correspondants, 
dans deux faisceaux projectifs. — Enveloppe des droites qui joignent 
les points correspondants de deux séries projectives. 
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Sphère. 

49. — Définition. — Premières propriétés ; grand cercle, points intérieurs, 
points extérieurs à la sphère. — Intersection d^une sphère et d'un plan, 
pians sécants, plans non sécants, plans tangents, petit cercle, pôle d*un 
petit cercle, rayon sphérique, angle de deux cercles, cercles se coupant à 
angle droit sur la sphère. — Intersection de la sphère avec une droite, 
sécantes, non sécantes, tangentes. — Tangente à la sphère, plan tangent. 

— Rayon d'une sphère solide. — Définition de la distance de deux points 
sur la sphère (on justifiera plus loin cette définition). — Puissance d'un 
point par rapport à une sphère. — Propriétés des plans radicaux et des 
axes radicaux. — Centre radical de quatre sphères. — Sommets des deux 
cônes qui passent par deux cercles. — - Centre de similitude, propriétés ana- 
logues à celle des points anti^homologues de deux cercles du plan. — Plan 
polaire d'uu point.— Points conjugués.— Droitespolaires, triangles polaires, 
tétraèdres polaires. >- Positions relatives de deux cercles de la sphère par 
la considération de leur axe radical dans l'espace. — Plus court chemin 
d'un point à un autre sur la surface de la sphère. — Triangle sphériqne, 
ligne brisée sphérique, polygone sphérique. — Propriétés élémentaires du 
triangle sphérique. — Triangles symétriques, triangles isoscèles, triangles 
rectangles, triangles birectangles, triangle trirectangle. — Lieu des points 
équidistants de deux points donnés. — Rayon d'une sphère solide. — Pro- 
priétés du triangle isoacèle. — Faire passer un cercle par trois points. — 
Faire passer un grand cercle par deux points. — - Cas d'égalité des trian- 
gles sphériques. — Propriétés du triangle rectangle. — Cas d'égalité des 
triangles spbériques rectangles. 

50. — Triangles polaires, propriétés de ces triangles.— Dualité sur la 
sphère, points harmoniques, diverses propriétés destriangles sphériques. 

— Construction des triangles sphériques. — Examen de divers cas; discus- 
sions qui s'y rapportent. 

51. — Aires. —Aire du fuseau. — Aire dutrianglesphérique. — Aire du 
polygone sphérique. — Théorème de Lexell. 

52. — Faire passer une sphère par quatre points. — Reconnaître s'il y a 
une sphère passant par deux cercles donnés. — Mener par un cercle une 
sphère tangente à un plan donné. — Sphères tangentes à quatre plans 
donnés, discussion. — Projection stéréographique. — Divers problèmes 
concernant les cercles de la sphère. — Mener un cercle tangent h trois 
cercles donnés. — Propriétés diverses d'un système de deux cercles ou de 
trois cercles, etc. — Mener une sphère tangente à quatre sphères don- 
nées. — Propriétés des figures inverses, particulières à la sphère, etc. 

N. B, — Plusieurs points de ce programme (pouréviter des longueurs de 
rédaction) n'ont pas été détaillés ; en outre, en plusieurs endroits, de légères 
modifications peuvent, sans inconvénient, être apportées dans l'ordre 
des propriétés énoncées. 

Nous avons voulu, uniqueinent, indiquer l'ensemble des propriétés qui 
nous paraissent former les matières de l'enseignement des mathématiques 
dans une classe dont le but est de préparer des élèves, déjà bacheliers, à 
entrer dans un cours de mathématiques supérieures. 
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CORRESPONDANCE 



Monsieur le Rédacteur , 

Il y a deux points du programme que vous venez de publier 
dans le Journal de Mathématiques élémentaires sur lesquels je dois 
appeler Tattention des lecteurs, pour éviter toute confusion. 

D*abord, dans le paragraphe 26, on lit : Changement d^ori" 
gine sur un axe d* abscisses. — Montrer qu'un pareil changement 
n'altère pas les deux éléments (Tun couple de points. Il faut 
entendre par là qu'un changement de ce genre n'altère pas le 
point milieu, ni la distance de ce point aux deux points, réels 
ou imaginaires, du couple : il ne peut pas être question de la 
puissance de Torigine par rapport à ce couple, laquelle change 
évidemment, en subissant, dans tous les cas, la même trans- 
formation algébrique, que les points soient réels ou non. 

Puis, dans le paragraphe 27 : Mener un cercle tangent à trois 
cercles donnés, etc. Cette question est là mal à sa place. Je la 
traite, dans mon cours, après les figures inverses, et elle ne 
peut être bien exposée qu'à ce moment. La même remarque 
s'appliq^ue au problème analogue dans la géométrie de la 
sphère. 

Agréez, Monsieur le Rédacteur, l'assurance de ma parfaite 
considération. 

E. HUMBERT. 



BIBLIOGRAPHIE 



Sapplement to Euclid Revised, par M. J, Nixon. Charendon press. 
Oxford, 1891. Prix: six pence = fr. 60. 

La brocliure que nous signalons aujourd'hui forme un chapitre supplé- 
mentaire de Euclid Revised du même auteur. Peu étendue (28 pages) et 
d*un prix minime, elle sera lue avec avantage par tous ceux qui, n*étant 
pas au courant de la Géométrie du triangle, désirent en connaître le^ 
notions les plus générales. Ce chapitre est, en ciî'et, une introduction à 
la géométrie récente. Les démonstrations qu*il contient sont élémentaires 
et nouvelles pour la plupart. 

M. Nixon donne successivement les principales propriétés des antipa- 



88 JOVRNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

rallèles, symédianes, point de Lemoine, points inverses, point de Ger- 
gonne; cercles de Brocard, de Tucker, de Lemoîne, de H. M. Taylor et 
des triangles de Brocard. 

Gomme on le voit, par les citations <{ue nous venons de faire, l'ouvrage 
ne contient que ce qu'il y a de plus nécessaire, mais il était impossibe 
à Tauteur de mieux faire quand on songe quMl avait pour but de traiter 
ces questions élémentairement, sans emprunter le secours de l'Analyse. 
Peut-être Tauteur aurait-il pu, néanmoins, y introduire la notion des 
points réciproques et des transversales réciproques, qui jettent tant de 
lumière dans la Géométrie du triangle. 

Telle qu'elle est, nous croyons que la brochure de M. Nixon, qui sert 
d'introduction aux traités de MM. Gasey et Milne sur le même sujet, 
rendra de réels services à tous ceux qui désirent se familiariser avec 
l'étude de la Géométrie du triangle. L'ouvrage est imprimé en beaux 
caractères, et de nombreuses figures, bien gravées, intercalées dans le 
texte en facilitent la lecture. E. Vigarié. 

Gompléxnents d'Algèbre et notions de Oéométrie analytique, 
à l'usage des candidats à TËcole de Saint-Gyr et des élèves de mathéma- 
tiques élémentaires qui se destinent aux mathématiques spéciales ; par 
A. Macé de Lépinat, ancien élève de l'Ecole normale, professeur de 
mathématiques spéciales au lycée Henri lY. 

On sait que les programmes d'admission à l'Ecole de Saint-Cyr ont 
été récemment remaniés, et qu'on y a introduit, ce qui était indispen- 
sable, des compléments d'algèbre, permettant d'atteindre et de développer 
ridée vraie des valeurs limites, et aussi, mais peut-être le besoin de cette 
autre transformation était-il moins urgent, quelques notions de Géométrie 
analytique (*). 

{*) Pourtant, ces notions nous paraissent avoir, dans les mathématiques 
élémentaires, une application importante que le programme eût pu indi- 
quer explicitement. 

Dans un grand nombre de problèmes, les équations que l'on considère 
renferment deux paramètres variables a, p, et la discu&sion porte sur une 
ou plusieurs inégalités, telles que : 

Aoc, P) > o, 
f{a, p) représentant, quand on l'égale à zéro, et quand on suppose que 
a, p représentent des coordonnées courantes, une fonction de premier 
degré ; du second degré, dans d'autres cas ; ou enfin, dans les cas les plus 
difficiles, une fonction d'un degré supérieur, mais peu compliquée. 

En construisant la courbe qui correspond à l'équation /(a, ^) = o, et 
les autres courbes analogues, on sépare le plan en régions positives ou 
négatives et la discussion se trouve singulièrement facilitée par cette 
représentation géométrique. 

On peut aussi, pour la solution même des problèmes à deux incon- 
nues ti, Vf problèmes conduisant à deux équations 

f(u, V) = o, F(u, V) = 0, 
s'aider de la construction des courbes correspondantes. Nous avons donné 
dans le Bulletin sdentifiqite de M. Lebon, année 1889, sous le titre : Appli- 
cations élémentaires des premiers principes de la Géométrie analytique, plusieurs 
applications de l'idée, toute naturelle et très connue que nous venons 
de rappeler. 
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L'ouvrage que M. Macé de Lépinay vient de publier à la librairie Nony 
a pour but de répondre aux besoins soulevés par ce nouveau programme. 

Le premier fascicule est consacré aux compléments d'Algèbre. Il ren- 
ferme: les définitions et l'exposition desprincipes relatifs à la continuité ; une 
théorie élémentaire des fonctions dérivées^ avec l'application à l'é.ude de la 
variation des fonctions simples. Nous signalons tout paiticulièrement dans 
ce fascicule le chapitre consacré à la fraction du premier degré et à celle 
du second degré. La discussion de la variation de ces fractions^ qui 
n'occupe pas moins de 36 pages (§§ 120 à 143), est faite avec un soin 
minutieux et se trouve éclairée par des exemples numériques nombreux. 

Le second fascicule renferme les Notions de Géométrie analytique; il est 
divisé en trois chapitres portant, respecLivement, sur : les généralités des 
coordonnées cartésimnes (transformation des coordonnées, classification 
des courbes planes) ; la ligne droite (diverses formes de l'équation de la 
droite, angles et distances, tangentes et asymptotes); et les courbes du 
second degré (classification, réduction ; identité des courbes du second 
degré avec les courbes usuelles). 

On sera frappé certainement de Tordre et de la grande clarté qui régnent 
dans l'ouvrage de M. Macé de Lépinay, qualités qu'on ne trouyb ordi- 
nairement, à ce degré du moins, que dans les livres ayant pour auteurs 
des hommes qui ont longtemps professé les matières sur lesquelles ils 
écrivent. 

Applications remarquables du théorème de Ste^vart, et 
théorie du barycentre, par Clément Thiry, professeur de mathéma- 
tiques. — Gauthier- Villars et fils, 55, quai des Augusiins. Prix: 2 franc?. 

11 y a quelques années (*) en rendant compte d'une brochure de M. Clé- 
ment Thiry, nous avons eu occasion de le louer du parti qu'il avait tiré 
du théorème de Stewart, l'un des plus puissants de la Géométrie élémen- 
taire, théorème duquel Cha&les disait (**) en 1837, «Cette proposition, à 
peu près inconnue de nos jours, mériterait bien de prendre place dans 
les éléments, ou au moins, dans les compléments de Géométrie ». Pour 
l'observer en passant, le vœu que Chasles formulait alors, est aujourd'hui 
exaucé» mais une brochure aussi intéressante que celle que M. Clément 
Thiry vient d'écrire est bien faite pour mettre en lumière toute la 
puissance du théorème de Stewart. 

L'ouvrage de M. Clément Thiry, exception faite des applications clas- 
siques du théorème de Stewart, applications déjà signalées dans sa brochure 
de 1887, est une exploitation très heureuse de ce théorème, au profit de la 
Géométrie du triangle. On sait le rôle important que jouent les relations 
métriques dans cette partie de la Géométrie. On trouvera, dans le livre en 
question, un recueil précieux de formules permettant, notamment, de 
calculer les longueurs de segments ayant pour extrémités deux points 
remarquables du triangle. Un grand nombre de ces relations découlent 
d'une formule générale dont l'auteur signale, avec raison, la fécondité et 
qu'il propose d'appeler l'omnt/brwu/e métrique du triangle; nous allons la 
faire connaître. 



(*) Voyez Journal, 1887, p. 45. 
(**) Aperçu historique, p. 176. 
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En désignant par Kn le point que nous avons appelé (*) le potentiel 
d'ordre n, P étant d'ailleurs un point quelconque, on a 

, a**PAS6**PB*+C**PG' / abc \' ^o « o n2n2 «^2 n 2X 

a'^ + ft^^ + c" Va'^+ô^+cV 

Les développements auxquels donne lieu cette formule sont des plus 
intéressants, et ils forment un ensemble digne d*être tout particulièrement 
remarqué. Cette partie du livre de M. Clément Thiry sera d'ailleurs, si nous 
sommes bien informé, insérée dans les Bulletins de l'Académie de Belgique, 

Un dernier chapitre est consacré à Tétude du centre des distances 
proportionnelles ou harycentre^ d'un système de points. L'ouvrage se ter- 
mine par des exercices fort intéressants et, à ce qu'il nous a semblé, nou- 
veaux, pour la plupart. 

Nous appelons l'attention de nos lecteurs sur ce livre que nous regret- 
tons de ne pouvoir, faute de place, analyser plus en détail; ils y trouve- 
ront de nombreuses propriétés, très heureusement groupées autour de ce 
remarquable théorème de Stewart dont elles font ressortir, une fois de 
plus, l'admirable fécondité. G. L. 



NOTE SUR LA QUESTION 318 (*) 

Par M. Bernés. * 



Cette question n'est, dans sa partie principale, qu'un cas 
particulier du théorème suivant : 

Si un point M, mobile dans le plan d'un triangle ABC, est pro- 
jeté en P, Q, R sur les côtés de ce triangle, et que, sur une base 
fixe (sur BC, par exemple), considérée comme homologue de QR, 
on construise un ti^iangle SBC, semblable à PQR, la ligne décrite 
par S est égale à V inverse, relativement au point A, de la ligne 
décrite par M. 

Considérons en effet le point M' que M. Mathieu (dans un 
sens tout différent de celui que renoncé attribue à ces mots 
appelle Yinverse de M, relativement au triangle ABC). Si S 
désigne le point ou AM' rencontre la circonférence circonscrite 
à M'BG, il est visible que le triangle SBC est symétriquement 
semblable au triangle PQR. Car si X, |x, v sont, en grandeur et 
en signe (à un multiple près de tu), les angles sous lesquels on 
voit, de M, les côtés BC, CA, AB, du point M', on voit les 
côtés sous les angles A — X, B — |jl, C — v. Or, ce sont préci- 

(*) Journal; 1886, p. 109. 

(*) Voyez une solution de cette question {Journal, 1890, p. 285). 
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sèment là les valeurs des angles de SBC, tandis que les angles 
de PQR ont pour valeurs, toujours en grandeur et en signe, 
X — A, fx — B, V — G. Ainsi ils sont égaux et de signes con- 
traires à ceux de SBC, Il suffit donc de montrer que la courbe 
décrite par le point S, ainsi défini, est égale à Tinverse, rela- 
tivement à A, de celle qui est parcourue par M. 

En efTet, on a, entre AM et AS, la relation très remarquable 
AM. AS = bc, ainsi qu'il résulte de la similitude des trian- 
gles AMB, ACS. Si donc S' est le symétrique de S, relative- 
ment à la bissectrice de l'angle A, symétrique situé sur AM, 
on aura AS'. AM = 6c et les deux lignes décrites par S' et M 
seront inverses Tune de l'autre, relativement à A. Or, le 
point S décrit une ligne égale à celle de S'; le théorème est 
donc démontré. 

D'ailleurs, si, sur AB, on prend AC = AG et, sur AG, 
AB' = AB, le triangle S'B'G' est directement semblable à PQR. 
Par suite, en prenant B'G'pour base fixe, on peut dire que les 
deux sommets S', M deviennent deux lignes inverses, relati- 
vement à A. 

Apropos de la première partie de la question 318,jemeborne 
à signaler qu'elle est immédiatement résolue par les formules 
a sin P _ p sin Q __ y sin R 

sin (P + A) "" sin ^Q + B) ~ sin (R -H G) ' 
qui expriment que les coordonnées normales a, p, y du point M 

sont proportionnelles à 

sin (P 4- A) __ sin (Q + B) _ sin (R -4- G) 

sin P "" sin Q ~ sin R 

ou, encore, aux quantités : 

cosA-Hsin AcolgP, cosB + sinBcotgQ, cosG + sinBcotgR. 

J'ajoute que les trois rapports égaux ont pour valeur com- 

M 
mune — ^, oti Mo est la puissance de M l'elativement à la 
2R 

circonférence circonscrite à ABC, et 2R le diamètre de cette 
circonférence. 

On peut rapprocher ces formules de celles-ci, qui sont rela- 
tives aux coordonnées tripolaires : 

AM sin A _ BM sin B _ GM sin G 
sin P ~" sin Q "" sin R 



9i 
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QUESTION 362 

ifolution par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



A = 



A,= 



M, N, P étant trots angles consécutifs d'un quadrilatère inscrit 
former 

— sin (M + N), sin M, 0, sin N 

sin M, — sin (N -h P), sin N, 

0, sin N, sin (M -4- N), sin M 

sinN, 0, sin M, sin(N + P) 

Plus généralement former 

- h, f, 0, g 

f, - h', g, 
0, g, h, f 

g. o,f, h' 

(Catalan.) 
Par la méthode ordinaire, on trouve 

A, = _ h\-h'{hh'-f*)-g%'\ -f\f{hh'-n+fg-\ -g{gf»-hh'g-9'\ 
= hh'\hh'- /•«+.9«i - p\hh'- r + g*\ + g'-\hh'- r + s»! 

Posa lit ensuite 
A = sin (M 4- N), //= sin (N -h P), /*=sinM, ^ = sinN, 
et observant que 

sin (N -h P) = sin (ir - M -4- N) = sin (M - N), 
d'où sin (M ■+- N) sin (N -h P) = sin* M — sin' N, 

on a A = o. 



QUESTION 349 

.Solution par M. B. Sollertinsky, à Gatschina. 



On considère un triangle quelconque ABC, le centre I du cercle 
inscfHtet le pomt M symétrique de A, rela'ivement au milieu de BC. 
Par M, on trace MD perpendiculaire à BG et ME, MF (*) faisant^ 



[*) C'est-à-dire antiparallèles à BM, CM dans les angles 6CM, GBM. 

B. S. 
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ai)€C BG, deux angles égaux à l'angle A, l'un de même sens que 
l'angle de AB avec AC, Vaulre de mime sens que l'angle de AG 
avec AB. Ces trois droites rencontrent respectivement lA, IB, IG 
en A', B', C. Démontrer que 

A 
2 
On fera voir aussi que si E'. F' sont les rencontres de ME et MF 

avec lA. on a la re'ation 

A 



MA' -- a tg ^, MB' = b, MG' = c. 



1 



1 



cotgg 



û + 



ME' MF' R 

dans laquelle R est le rayon du cercle circonscrit à ABG, et oiA ME' 
et MF' doivent être affectés de signes, selon lesens de AJ oUtombenl 
E'e/F'. ^ (Bernes.) 

1® Le point A' est sur la circonférence circonscrite au tri- 
angle AB^C", anlicomplémentaire du triangle MBG. 
Donc 

MA' = MB" tg G"B''A' = a tg | • 

Le triangle BEB' donne : 
BIrK:.^180«- (B'EB-f-FBE) 

= 180«-fA+?W?+G=S^BH; 

doue MB' = MB = 6. c 

De la même manière 
MC =z MC = c. 

2° Soit M' le poiat d'intersec- 
tiou de B^G" avec AA'. Menons 
A.'N, F'F' parallèlement à MM' jusqu'à la rencoiitre, en N, F^ 
avec ME. 

Puisque MM' et MA sont les bissectrices do l'angle E'MF', 
les points E', F', divisent harraoniquemenl le segment M'A'; 
et, à cause des parallèles, les points E', F" divisent harmoni- 
quenient MN. Donc, en grandeur et en signe 

1 i 2 



Mais 




!v^B" 



ME' ' MF' MN 
MF' = MF', 
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MA' MA' ^^4 ^^, A 

C08 NM A' sin MED sm A ® 2 



ME' MF R 

égalité dans laquelle l'un des segments ME', MF', dont Textré- 
milé n'est pas située sur le segment M'A', doit être affecté de 

signe — . En effet, en posant MN = 2R tg 3- , on prend MN, 

et par suite — M'A', pour direction positive. 



QUESTION 353 

Solution par M. B. Sollertinskt à Galschina. 



Soient le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC;K le 
point de Lemoine; a, p, y, ^ les inclinaisons des droites OA, OB, 
OG, OK sur un axe quelconque. On a 

sin (a — X) sin^ - — ■ -h sin (S — X) sin^ -^. h sin (y — X) sin^ — £-= o. 

Trouver les relations analogues; K représentant rorthocentre, 
ou le centre de gravité, ou le centre du cercle inscrit, 

(Neuberg-.) 

Supposons, pour fixer les idées, Taxe Ox situé dans celui 
de deux angles BOG qui est égal au double de BAG. 
• On a alors 

a — Y= 2B ; p — a = 2G ; 2 A = 27C — (2B H- 2G) = 27r — (P— ï) ; 
d'où 

3 — Y Y — <X Œ — 6 

sin A =— sin^- — : > sinB = — sin-^ — > sin G = — sin — ^> 

222 

tgA=- iglzJ, tgB = - tgI^^ tgG=- tg^^ 

On voit aussi sans peine que : sin (a — X) , sin (S — X) , 
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sin (y — X) sont proportionnels, en grandeur et en signe, 
aux distances des sommets Â, B, G 
à la droite OK. 

Ainsi régalité proposée exprime 
cette propriété connue, du point de 
Lemoine ; qu't7 est le centre de forces 
paraltélesy appliquées aux sommets du b^ 
triangle et proportionnelles à sin* A, 
«m« B, sin* G. 

Uorthocenire étant le centre de forces proportionnelles à 
tg A, tg B, tg G, on a 

6 — Y Y — * * — P 

sin (a — X) tg^- — - + sin (p — X) tg • h 8in(Y — X) tg — î-=o ; 

2 2 2 

et, pour le centre de gravité^ 

sin (a — X) + sin (p — X) -h sin (y — X) = o. 
Enfin, pour les centres des cercles tangents aux trois côtés : 

3 — Y Y — ^ ** — P 

sin(a— X)sin^- — '-hsin(p— X)sin-î hsin(Y— Xjsin ^==0, 

2 ^ ^ 

6 — Y Y — * ot — S 

-sin(a— X)sin^- — ^'+sin(p— Xjsin^ h sin (y— X) sin — ^=0, 

2^2 

û — Y Y — * * — P 

sin (a -X) sin ^- — !— sin(p— X)sin^ hsin(Y— X)sin - = 0^ 

222 

S — Y Y — * (X— 6 

sin(a— X)sin i-4-sin(p— X)sin^ sin(Y— X)sin = 0, 

222 

La première de ces formules se rapporte à l'un des centres 

la, Ib ou le, des- cercles ex-inscrits, suivant que Taxe Ox est 

dans Tangle BOG, ou dans GOA, ou dans Tangle AOB» 



QUESTIONS PROPOSÉES 



•^ 



391. — Résoudre les équations 

(y — z-hb*-- c»)" = 4a*a?j 
(jï — 0? 4- c* — a*)» = 4b*y, 

(a? — y -f- a* — 6*)' = 4c*z. 

(G.Q 
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392. — Étant donnés deux cercles fixes A, A' situés dans 
un môme plan; on prend, dans ce plan, un point ar6//?'atre M. 
Les polaires de M, par rapport aux circonférences A, A', se 
coupent en M'. 

Démontrer qu'il existe un cercle fixe A" (réel ou imaginaire; 
tel que M, M' soient conjugués par rapport à ce cercle. 

Ce cercle A" est le lieu des points qui ont, par rapport aux 
circonférences A, A' des puissances égales et de signes con- 
traires. (G, L,) 

393. — 1° Soient BA, AG deux côtés consécutifs quelconques 
d*un polygone régulier convexe ou étoile. Trouver deux poly- 
gones réguliers, convexes ou étoiles, de côtés égaux à AB, et 
tels que les trois polygones groupés autour du point A recou- 
vrent exactement la portion voisine de ce point; sans vide, ni 
empiétement. 

2® Laissant de côté le cas oii les trois polygones seraient 
convexes, on reproduira la même disposition à chaque sona- 
met des trois polygones : on obtiendra ainsi de nouveaux 
polygones dont on complétera l'assemblage, à chaque sommet, 
par l'adjonction de nouveaux polygones; et ainsi de suite indé- 
finiment, sans s'inquiéter de savoir si les polygones se 
recouvrent partiellement ou non. On propose de chercher 
dans quelâ cas l'opération s'arrôtera; c'est-à-dire, dans quels 
cas un des polygones ainsi obtenus à un moment déterminé 
recouvrira le polygone primitif. La condition doit être la sui- 
vante : tous les sommets des polygones construits, au moment 
ou l'opération s'arrête d'elle-même, doivent pouvoir être con- 
sidérés comme ceux d'un réseau de polygones réguliers 
convexes recouvrant exactement le plan, sans vide ni duplica- 
ture. [Lucien Lévy.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 
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COORDONNÉES QUADRIPOLAIRES 

Par M. Li* Benezeefa. 

(Second arlide) (*) 



9. — Soit s une quantité très voisine de zéro, l'équation 
(ai + s)Xi H- a.Xi H- ajXi 4- a^Xj + fc = O, 
dans laquelle nous supposons ai + a^ -t- a, -f- a^ = o, s'écrit, en 
ayant égard aux i*elations 

a^ + € ttj a, CL^ 6 

Wi ~ w, ~~ w, U4 V 

^WiXî H = o. 

Sous cette forme, on voit, d'après ce qui a été dit précédem- 
ment, que l'équation considérée représente une sphère dont 
les coordonnées barycentriques du centre sont w^, w,, «3, u^y et 
dont le rayon est donné par la formule 

kt 4- ^(«1 -4- e)aj(ii2 



P* = 



6* 



On sait d'ailleurs, que le centre de cette sphère se trouve sur 
sur la droite A^ta^ qui joint le sommet A^ du tétraèdre de réfé- 
rence au centre w^ des distances proportionnelles des sommets 
A„ Aj, A4 affectés respectivement de coefficients proportionnels 
^ *i> a«, «4. Si, maintenant, nous faisons tendre e vers zéro, il 
est visible que l'équation 

(1) V*i^'* -H fc = G, dans laquelle Va^ = o, 

représente une sphère de rayon infini, dont le centre est situé 
sur A^o)!, c'est-à-dire un plan perpendiculaire à cette droite. 

On peut dire aussi que l'équation (1) représente un plan 
perpendiculaire à la droite qui a pour équations, en coor- 

1 M« W. Ua 

données barycentriques — = — = — • 

ttj a, a^ 
(*) Voyez Journal, p. 25. 

JOURNAL DB MATH. ivkU, ^ 1891. 5 
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Pour déterminer complètement le plan défini par l'équation 
(i), nous allons chercher, par exemple, le point P^ oh il coupe 
la première médiatrice. (Je propose ce néologisme par analogie 
avec le terme usité dans la géométrie du triangle, pour dési- 
gner^ dans la géométrie du tétraèdre^ la perpendiculaire 00^ 
abaissée du centre de la sphère circonscrite au tétraèdre de 
référence sur la face k^k^k^). 

Faisons, dans cette équation, X, = X, = X^, 
il vient : ai(Xi — Xf) -+• A = o. 

Or, Xf — Xf = 2A|A,.0T1, O'P* étant la projection orthogo- 
nale de OPi sur Al A,. De plus, si Ton convient que le segment 
OP^ est positif lorsqu'il est dirigé dans le sens AiH^ de la 
hauteur correspondante, et négatif dans le sens contraire, on a : 

OP; =: OPi cos {k^^, ÂÂ) = OP, ^^ , 

d'oîi 

(2) 0R = -- î— = --L.i*. 

^ ' * a^ 2A1H1 6V a, 

On peut noter, en passant, ce théorème de Gréométrie, con- 
séquence de cette formule : 

Si un plan coupe let droite» 00^, 00„ 00„ 00^ en des point* 
P„ P.. P„ P„ on a : 

Remarque I. — Nous avons supposé implicitement, dans ce 
qui précède, que les coefficients a^, a^, a„ a^ étaient tous diffé- 
rents de zéro. 

Si l'un des coefficients (a^, par exemple) est nul, l'équation 
(1) représente un plan perpendiculaire à la face AjA^A^. On 
peut déduire ce résultat de la formule (2). Pour le démontrer 
par la méthode employée dans le cas général, il suffit de se 
rappeler que l'équation 

a2X2 -H asXl -I- «4X4 -h A = G, 

dans laquelle a, -4- aj + a* 7^ o, représente une sphère dont le 
centre est situé dans le plan A^AjA^. 

Lorsque deux des coefficients, a^, a,, sont nuls, l'équation (1) 
représente un plan perpendiculaire à l'arête A, A^; car l'équation 

asXi -i- a^Xj -i- A = o 



2 
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dans laquelle a, + a^ 7^ o, représente une sphère dont le centre 
est sur AgA^. 

Remarque IL — Il est évident, d'après ce qui a été dit plus 
haut, que l'équation 

représente un plan passant par le centre de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre de référence et parallèle au plan défini par 
réquation 

V «1X1-4- ft = o. 
On peut aussi déduire ce résultat de l'équation ^tt*XÎ = o 

^t^i ;2f: o représentant une sphère coupant orthogonalement la 

la sphère circonscrite au tétraèdre de référence, en considé- 
rant le plan comme limite de la sphère. 
Il est encore bien évident que les plans ayant pou réquations 



oc, 



sont parallèles, si l'on a : —, = —' = -i . 

«2 OI3 (X4 

10. — Inversement, étant donné un plan P, trouver son 
équation eu coordonnées quadripolaires. 

Abaissons la perpendiculaire Aj coi sur le plan ; soient, cd^ 
la trace de cette droite sur la face A, A, A^; a,, a,, a^ les coef- 
ficients proportionnels aux coordonnées barycentriques du 
point (Oi, et Pi le point d'intersection du plan considéré avec 
la première médiatrice. L'équation 

(a. H- a, -f- a^)\l — a^Xl — a^Xi — a^X* ^OPi — G, 

est évidemment l'équation quadripolaire du plan P. 

11. — Par des considérations semblables, on retrouve les 
résultais correspondants de la géométrie du triangle. 

Ainsi, l'équation 

(E) 2* ^' + fc = o, (2«; = o) 






j^ y ^ j ■» 
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représente une droite A perpendiculaire à la droite, dont l'équa- 

6 Y 

tion en coordonnées barycenlriques est ^ = -7 • 

Remarquons, toutefois, que le lieu des points qui vérifient 
réquation (£), est le plan mené par A, perpendiculairement au 
triangle de référence. 

Ce point P, où A renconlre la première médiatrice, est donné 
par la formule 

4S a 
en faisant, pour le signe de OP, une convention analogue à 
celle qui a été adoptée dans le cas général. 

12. — De réquation (i), découlent un grand nombre de 
théorèmes de Géométrie, en choisissant convenablement le 
plan ou le tétraèdre. Voici quelques exemples : 

1® Plan mené par le centre de la sphère circonscrite à un 
tétraèdre A^Â^AjÂ^, perpendiculairement à la droite qui joint 
le sommet A^ au centre de la sphère inscrite. Les points de 
ce plan vérifient la relation : 

«.(Xî - X|) + s,Qi - Xi) + 8,{ll -, X?) = o. 

2® Plan mené par lé centre de la sphère circonscrite à un 
tétraèdre AiA,A,A^, perpendiculairement à la droite qui joint 
le sommet A^ au centre de gravité du tétraèdre. Pour tout 
point de ce plan on a : 

3XÎ = Xi -h Xi -4- xt 

3® Plan mené par le centre de la sphère circonscrite à un 
tétraèdre A^A^AiA^ trirectangle en À^, perpendiculairement à 
la hauteur relative au sommet A^. 

En se rappelant que, dans un tel tétraèdre, chaque face est 
moyenne proportionnelle entre la face hypoténuse et sa pro- 
jection sur celle-ci, on trouve qu'on a, pour tout point, 
(X|, X,, X|, X4) de ce plan, 

4XÎ = 4X2 -♦- «3X3 + «4X4 etc. 

(A suivre,) 



» 



* 



k 



. ' * 



c 
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SUR LA METHODE DE TRANSFORMATION 

DE M. SCHOUTE 
Par M. £mlle Tigarié. 



La mélhode de transformation de M. Schoute présente la 
plus grande analogie avec la transformation par points inverses 
de M. le colonel Mathieu et avec celle par points réciproques 
de M. de Longchamps : son utilité n'est pas moindre. Elle 
permet de résoudre facilement un grand nombre de questions 
et d'établir des liens intimes entre certains éléments qui, au 
premier abord, semblent très éloignés. La simplicité de la loi 
géométrique qui, dans cette méthode, fait correspondre un 
point à un point lui donne une grande importance, que les 
travaux récents de MM. P.-H. Schoute, Artzt, J. Neuberg, 
Gob, A. Poulain, E. Lemoine et W, Fuhrmann sont encore 
venus augmenter. 

Cette remarquable méthode de transformation a été déve- 
loppée, au point de vue géométrique, par M. Schoute ; nous 
nous proposons d'en faire ici une étude analytique. Divers 
exemples nous permettrons de montrer l'application qu'on en 
peut faire dans l'étude de la géométrie du triangle. 

1. — En coordonnées normales, l'équation d'un cercle pas- 
sant par les sommets B et C du triangle ÂBC est de la forme 

l(ayz + bzx -h exy) — (ax -hby -h cz)x = o, 
ou IK — 2Sx = o, 

en posant, pour abréger : 

ayz -4- bzx + cxy =: K, 
ax + by -h es :s: 2S. 
La tangente en B, à ce cercle, ayant pour équation 

alz — (c/— b)x= o, 
il en résulte que les cercles correspondant aux équations 
.. ( IK — 2Sa; = o, 

^ ^ j /'K - 2Saî = o, 
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seront symétriques par rapport à BG, si les égalités 

alz — (cl — b)x = o, 
a/'« — (cl' — b)x = o, 
représentent deux droites jouissant de cette propriété. 

Cherchons quelle relation doit exister entre { et F pour que 
cette condition soit remplie. 

L'équation d'une droite, menée par B, et faisant l'angle ô 
avec BG (compté de BO vers BA), est 

X __ sin 

z" sin (B — 6)' 

En identifiant avec alz — {cl — b)x = o, on a 

al _ sin 6 

cl -b~ ""sin(b -ôj 

cl — b 
ou — - — = — sin B cotg ô -i- cos B. 

De même, en changeant / en T et ô en — 6 : 

cF - b 

— p — = sin B cotg 6 4- cos B. 

Éliminant 9, on trouve 

cl-b cV -b 

b 
ou 

ou 



Kï+f)=K^-*^'^) 



sin B (y H- — J = 2(sin G — cos B sin A) = 2 sin B cos A. 
. La relation cherchée est donc 

(2) i + i=2C08A. 

2. — Les équations 

(3) ZK — 280; = o ; mK — 2Sy = o ; nK — 28-^ = o, 

représentent des cercles passant, chacun, par deux sommets 
du triangle ABG, et qui ont pour centre radical un point P, 
dont les coordonnées sont données par les formules 

^ _y ___z _ 28 __ 

/ ~m^n^al-^bm-\-cn~ 
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oîi chaque valeur de p détermine un triple de cercles ayant 
P pour centre radical. 

De même,, les circonférences correspondant aux équations : 
(4) /'K-2Sa; = o; m'K-2Sy = o; n'K--2S« = o, 
seront respectivement symétriques des cercles du triple pré- 
cédent, par rapport à BG, GA, AB, si Ton a : 

W T + -17 = 2 cos A ; 1 — -, = 2 cos B; - + -7 = 2 cos G. 

Il mm n n 

Ces trois nouveaux cercles ont pour centre radical le point 
P' (a?', y\ z") ; et 



n' al' 4- bm' ■+■ en 



7=P' 



3. — Les relations (3) peuvent s'écrire : 

P p' P p' P p' 

— + ^ = 2 cos A; — + ^=2CosB; — + ^=2 cos G. 



ce X y 
En éliminant p et p\ 


y 

on trouve 




I 

X 


I 
a! 


COS A 


(6) 


I 

y 


I 

7 


cosB 




I 

z 


I 


cos G 



= 0. 



Gette équation montre que le lieu du point P', correspondant 
à un point P donné, est une hyperbole équilatère passant par 
les trois sommets du triangle, par Torthocentre H et par le 
point P. 

Ges résultats ont été indiqués par M. Van den Berg (*). 

Applications. — Si l'on prend pour point P le centre de gra- 
vité 6 du triangle ; 

(♦) Voyez : Nimw Archiefvoor Wiskunde, 1881, deel VII, p. 78. — Mathesis 
tome II, 1882, p. 120. La proposition de M. Van den Berg a été énoncée 
dans Mathesis (question 142) sous la forme suivante : Soit D un point fixe 
du plan du triangle ABC. On décrit trois circonférences quelconques passant 
respectivement par B et G, G et A, A et B et ayant pour centre radical le 
point D. Démontrer que le centre radical des circonférences symétriques des 
précédentes par rapport aux côtés BC, GA, AB décrit thyperbole équilatère qui 
passe par A, B, G, D. Deux solutions de cette question ont été données ; 
Tune, analytique, par M. Van den Berg {Mathesis, 1887, p. 118), l'autre 
géométrique, par M. Liénard {Mathesis^ 1887, p. 190). 
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on a X sin k — y sin B = % sin C ; 

le lieu du point P' est Vhyperbole de Kiepert. Quand P devient 

le point Ho: = — ^ = -;,cest-a- dire le réciproque 

^ cos A. cos ti cos C 

deTorthocentre, point qui est aussi ranti-complémentaire du 
point de Lemoine, le lieu du point P' est Vhyperbole de Jerabek, 
Nous n irons pas plus loin dans Tétude de ces idées géné- 
rales et nous considérerons seulement le cas oîi trois circon- 
férences primitives passent par le même point P : noua 
obtiendrons ainsi la transformation, par cercles symétriques, 
de M. Schoute. 

4r — Les trois circonférences représentées par les équa- 
tions (3) passeront par un même point P (a?, y, z) si Ton a : 

(7) al -h bm -^ en = amn + bln + clm. 

De même les cercles (5) seront symétriques des cercles (3) 
par rapport à BC, GA, AB, si les relations (5) sont vérifiées. 
Ils se couperont en un même point P' (a?', t/', z") si Ton a : 

(7 bis) aV -\- bm! +cn' = am'n' h- bVn' -h eVm\ 

Cette dernière relation se réduit au moyen des formules (5) à : 

2^(2 cos B - -V2 cos G - ^) = 2^(^ ^^® ^ " 7) 
ou 

x:' T> n V /cosB cosG\ 
4 > a cos B cos G — 2 > a ( 1 j 

-4- V — = 2 Va cos A — V*- 

JLàmn ^ ^^l 

Z_, a cos A s: 2^a cos B cos C 

cos B cos G> 



Mais on a 



2 a '^ /cos B cos G\ 

7 '^ Zà \ n m ) 



Donc la relation (7 bis) se réduit à la condition (7), c'est-à- 
dire que si Tune est vérifiée, l'autre Test aussi. On arrive ainsi 
à ce théorème fondamental : 

Si trois circonférences, passant chacune par deux sommets du 
triangle ABG, se coupent en un même point P, les symétriques de 
ces circonférences par rapport aux côtés sur lesquels ils sont 
décrits se couperont en un second point P'. 
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Pour caractériser la relation qui existe entre ces points, 
M. Schoute {Nieuw Archief voor WiskundCf 1882) dit que Tun 
des points est le Iransforméy par cercles symitriqves^ de Tautre. 
M. Artzt, qui s'est servi de ces points dans Tétude de certains 
triangles circonscrits au triangle de référence, dit que P etP' 
sont deux points jumeatix. Nenherg {Mathesis 1886, p. 5) propose 
d'appeler P et F des fKnnts conjugués cyclotomiques. Enfin plus 
récemment (Journal de math, sp, , 1890, p. 95) M. Poulain a 
proposé de se servir des coordonnées angulaires. Ce sont les 
angles sous lesquels on voit, du point considéré^ les côtés du 
triangle, ces angles étant toujours considérés comme infé- 
rieurs à iSo® et de même signe que les coordonnées normales 
correspondantes. Dans ces conditions, si SG, ^, Z sont les 
coordonnées angulaires du point P, celles du point F seront 
^-hS, S+3B, 35-+-^; autrement dit, P' est le complé- 
mentaire angulaire du poiut P. 

Nous n'emploierons, dans la suite^ que le terme de points 
jumeaux, 

B. — Les formules (5), rendues homogènes au moyen des 
relations (7 6m) deviennent : 

I I 

l m 

2 cos A(a/' -4- bm' -+- en') î "" 2 cos B(af + bm' 4- en') i 

am'v! + bïri + cUm' ? am'n* -+- bVn' -+- cVm' "" w^ 

I 

n 



2 cos G(al' -h bm' + en') i 
amin' -h bïn' + cl'm' n' 



ou, en remplaçant /, 1», n et /', m , n' par a?, y, z et x\ y', %' 

I i_ I 

(8) ^ 



4S' cos A I 4S' cos B i_ 4S' cos C i 

T ^ K^^ y' K^^ %' 

E' et S' étant les expressions de E et S, dans lesquelles x, y, z 

sont remplacés par af^ y^ z'. 

(A suivre.) 
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SUR LES POINTS ET LES DROITES 

DE FEUERBACH 



1. — Lorsque deux circonférences remarquables d'un 
triangle T se touchent en un point F, celui-ci est un point 
remarquable de T; la tangente en F, aux circonférences con- 
sidérées, est une droite remarquable de ce même triangle. 

Le cercle inscrit S, d'après le théorème de Feuerbach (*), 
touche le cercle circonscrit A en un point que nous désignerons 
par F. De même, les cercles ex-inscrits Sa, h, ^e touchent A en 



B' 



» 

des points Fa, F5, Fc. Ces points F, F», Fb, F^, ainsi déter- 
minés, sont quatre points remarquables du triangle; nous les 
appellerons poinf 5 de Feuerbach. Les tangentes 9, Ça» 91» 9c on 
ces points, à la circonférence A, constituent quatre droites 
remarquables du triangle; nous les nommerons droites de 
Feuerbach. 

Nous nous proposons de déterminer les coordonnées barycen- 
triques des points de Feuerbach et, en même temps, nous 
donnerons les équations des droites de Feuerbach. 

La réponse à cette double question ne comporte qu'une légère 
difficulté de calcul, encore celle-ci se trouve-t-elle notable- 

(*) Sur ce théorème, voyez Journal, 1886, p. 3; 1890, pp. 3 et 193. 
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ment simplifiée en prenant pour triangle de référence, au lieu 
du triangle T qui se présente naturellement dans cette déter- 
mination^ celui qui a pour sommets les milieux des côtés de T; 
le triangle complémentaire, comme on rappelle. 

2. — Nous rappelons que, en coordonnées barycentriques, 
(a, p, y) l'équation générale des circonférences, sous la forme 
que nous leur avons donnée (*) est 

(a + p 4- y){h -4- mp -4- ny) — a*^y — 6*ay — c'ap = G, 

ly m, n représentant les puissances respectives des sommets 

A, B, G, par rapport au cercle considéré. 

Cherchons Téquation du cercle 8, inscrit à A'B'C, par 

rapport au triangle de référence ABC; 8 touche B'C en A"; et 

l'on a 

C'A" =:p' — d'rzip— 2C = a-+-6 — c, 

d'où l'on déduit 

AA' = AC'-C'A'' = c-6. 

D'après cela, l'équation de 8 est 
(a-f-p-f-Y)|(c-6)»a+(o-c)»p+(6-a)*-r|-a«PY-6*aY-c«ap=o(**). 

3. — D'après ce résultat, l'axe radical de 8 et de la cir- 
conférence A, circonscrite à ABC, circonférence représentée 

par 

a'PY -H b*çty + c*ap = o, 

correspond à l'équation 

(<p) •a(c — 6)* -+- p(a — c)* -h f(b — a)* = o, 

c'est l'équation de la première droite de Feuerbach. 

4. — Si l'on cherche l'intersection de la droite (9) avec la 

(*) Journal de math. «p. , 1887, p. 57. 

Dans cette équation, a, &, c désignent les longueurs des côtés du triangle 
de référence ABC. 

(**) On trouverait de môme les équations des circonférences ex-inscrites 

(a -4- P 4- Y)|(c — b)*oL 4- (a + c)»p 4- (a 4-6)*y| — a*pY— ^V — C*ap = o, 

Mais, pour abréger, nous nous bornons, dans cette Note, an point F et 
à la tangente 9 ; le lecteur pourra poursuivre cette étude et chercher les 
relations qui existent entre les différents points de Feuerbach, les tan- 
gentes correspondantes et les élém ents principaux du triangle. 
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circonférence circonscrite au triangle ABC, on trouve qu'elle 
touche cette circonférence en un point F dont les coordonnées 
tto, po> Yo vérifient les égalités 

^ a b c 

Telles sont les coordonnées du premier point de Feuer- 
bach (*). 

5. — On peut déduire, des formules précédentes, toute une 
étude des points et des droites deFeuerbach; la considération 
de ces éléments remarquables de triangle donnera naissance 
si, comme nous le croyons, ils n'ont pas encore été mis en 
lumière, à de nombreuses propriétés. 

Par exemple; si Ton considère le point F', réciproque de F, 
les coordonnées a', p', Y de F' vérifient les relations : 

a'a p'b f'c 

— ^— — ■— _^ i ^^ I I • 

6—c c ^ a a — b 
De ces formules, on tire 

aoL' 4- 6p' -h cY = o, 
aV + 6«?' + c^Y = o. 
Â. la première équation^ correspond la droite qui passe par 
les pieds des bissectrices extérieures du triangle ABC ; l'autre 
représente la droite de Lemoine, droite qui passe par les 
points oti les tangentes à la circonférence circonscrite à ABC 
coupent les côtés opposés. 

On obtient ainsi deux droites qui déterminent le point F'; 
connaissant F', on aura F par la construction connue ; celle 

qui permet de passer d'un point à son réciproque. G. L. 

• — ~-- — - — ■ — •-- — ■ - . - ■ ■ ■ ■ ■ ■ 

(*) On trouve, de môtne, pour les trois autres points de Feuerbach : 

a,{c — b) p,(a 4- c) y^ia + h) 
a b — c 



«a(c -f- 6) __ p>(o — c) __ Ya(a 4- b] 

— a b "~ c 

«3(0 + b) ^i[a + c) y^ib — a) 
a • • — b c 



(F.) 
(F6) 
(Fc) 
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CORRESPONDANCE 



Nous ayons reçu, de M. Bernes, Tintéressante lettre que 
uous publions ci-dessous. 

Mon cher Gollègui, 

On peut, dans l'article de M. Loreau, supprimer tout l'appareil 
trigonométrique et les distinctions qui surchargent cet article. 

Les coordonnées angulaires d'un point M sont (MB, MC), 
(MC, MA), (MA, MB), dont la somme est o. Chacune d'elles 
défiait un cercle unique, et convient à tous les points de ce 
cercle. Et deux d'entre elles définissent un point unique; la 
troisième en résulte. Il n'y a d'exception que si deux sont 
nulles, ou si elles sont égales aux angles du triangle A, B, C, 
c'est-à-dire (AB, AG), (BC, BA), (GA, GB). Si X, jx, v sont les 
coordonnées angulaires d'un point M ; — X, — fx, — v définissent 
le point que M. Loreau appelle jumeau du premier et que 
j'appelle antigonal, la première dénomination étant inexpres- 
sive. Il n'est besoin d'aucune démonstration, ni distinction 
de régions, pour établir que les trois cercles définis par — X, 

— fjL, — V, symétriques relativement à BG, GA, AB, de ceux que 
définissent X, {x, v se coupent en un même point. Cela est évi- 
dent, car X, [JL, V ayant une somme nulle, il en est de même pour 

— ^; — fA» — V. 

J'appelle centralement conjugués ou simplement conjugués les 
points tripolairement associés, pour indiquer qu'ils sont en 
ligne droite avec le centre de la circonférence ABG, et que 
chacun est sur la polaire de l'axe. Il est visible, par cette posi 
tion, que si les angles de vue ( ou coordonnées angulaires ) de 
M sont X, [A, V, les angles de vue de son conjugué sont 2 A — X, 
2B — [X, 2G — V. 

Il est plus facile encore de voir que les coordonnées du point 
inverse de M sont A — X, B — (x, G — v. 

De là ce joli résultat, que j'ai rencontré depuis bien long- 
temps: les inverses de deux points conjugués sont antigonauœ; 
car la première coordonnée étant A, et 2A — X pour ces deux 
points, pour les points inverses elle est A — X et A — (2A — X), 
c'esl-ft-dire 3X — A. Donc ces points sont antigonaux. 

Par la même raison, on met en évidence cette propriété, que je 
ne me souviens pas d'avoir vu indiquer ; les formes des triangles 
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podaires mccessifs (Tun point M sont au nombre de trois et se 
reproduisent périodiquement dans le même ordre. C'est-à-dire que 
si AjBiGi est le podaire de M relativement à ABC, AjEjC, le 
podaire de M relativement à AiB^Gi, AjBjGj relativement à 
AjBjG,, etc., AjBjG, est semblable à ABC, A^B^C^, par suite à 
AjBiCj, etc. Car X étant la première coordonnée de M, rela- 
tivement à ABC, l'angle A^ est X — A; et comme la première 
coordonnée de M, relativement à A^BiCi, est — A, l'angle A, est 

— A — (X — A) ou — X. De même, la première coordonnée de 
M, relativement à A^BjC,, est A — X; l'angle Aj est (A — X) -h X, 
ou A. Donc AjBjCs est directement semblable à ABC. Et de 
plus la première coordonnée de M, relativement à AjBjGj, étant 
X, il s'ensuit que M est autohomologue dans ABC et AaBjCj. 
11 serait de même autohomologue dans A^B^Ci et A4B4G4 , etc. 

En outre, si AiBÎGÎ, A2B2G2, A3B3G3 sont les podaires successifs 
du point M'inverse de M, on voit, par ces mêmes considérations, 
que AîBlCi est semblable à AjBjCj , et A2B2Ci semblable à A^BiCi. 
Quant à A3B3C, et A3B3G3, ils sont semblables à ABC; mais de 
plus ils sont égaux entre eux; leur rapport de similitude avec 
ABC est égal au rapport du produit des coordonnées normales 
de M au produit de ses coordonnées tripolaires, ces coordon- 
nées étant relatives, soit à ABC, soit à l'un quelconque des 
podaires de M ou de M'. L'angle des côtés homologues de 
A^BjCs, ABC est égal à la somme des angles sous lesquels, de 
A, B, G on voit MH, H étant l'orthocentre de ABC; et l'angle 
des côtés homologues de A^BsCs, A3B3C3 est égal à la somme 
des angles sous lesquels de A, B, C on voit MM', quantité 
double de la précédente. 

Avec cette définition des coordoiiaées angulaires, il y a, dans 
le plan de tout triangle, deux puiii s d'oîi Ils trois côtés sont 

TC HT nç îXir 

vus sous des angles égaux, soient > 0» ô pour l'un et —» 

— > ^ pour l'autre. Ces deux points sont antigonaux et par 
3 3 

conséquent leurs réciproques sont conjugués. 

J'ajoute cette propriété, évidente par ce qui précède, que les 
premières podaires de deux points conjugués sont symétri- 
quement semblables, et les secondes podaires de deux points 
antigonaux sont aussi symétriquement semblables. 

Voici encore quelques propriétés que je crois inédites. Si 
Ton appelle isocycliques y relativement à BG, les deux extrémités 



JOURNAL DI MATHiMATIQUIS ÉLÉMBNTiliaBS 111 

d'une corde quelconque passent par A dans un cercle quel- 
conque passant par B, G. 

4^ Les isocycliques de deux points inverses M, M' sont inverses 
et situés sur une parallèle à MM^ 

2^ Les isocycliques de deux points symétriques, relativement à 
BC, sont antigonaux* 

3^ Les isocycliques des inverses de deux points symétriques, rela- 
tivement à BG, sont conjugués. 

4® Si M décrit une courbe, Cisocyclique de son inverse décrit 
une courbe symétrique, relativement à ta bissectrice de A de la 
transformée de la première par rayon vecteur réciproque ayant A 
pour pôle. 

Voici quelques autres observations. 

Dans Tarticlë de M. Poulain, pour les valeurs des angles du 
triangle podaire de M, relativement à ABG,il est dit qu'on les 
établit en examinant les positions de M sur AM. En réalité 
la démonstration peut se faire sans avoir égard à cette posi- 
tion, sans figure, en supposant simplement les quadrilatères 
MB^CiA, MG^A^B, MÂ^B^G inscriptibles, ainsi qu'ils le sont 
par construction même de AiB^Gj. La voici telle que je 
l'entends. J'appelle X, [x, v les coordonnées angulaires de M 
définies à Ett près, et A^, B^, C^ les angles du podaire définis 
de même. 

A, = (A,B„ A,G,) = (A,B„ A,M) - (A,G„ A,M), 
ou, dans le quadrilatère MA^B^G, 

(AiBiAiM) = (GBi, GM) = (GACM); 
de même (A^G^, A^M) = (BG^, BM) = (BA,BM) ; 
donc 
At = (GA, GM) - (BA, BM) = (GA, BA) - (GiM, BM) = - A 4- X. 

J'invoque ici cette formule générale, très utile, que si a, p, 
a% p' sont quatre droites, on a 

(a, p) - (a', PO = (a, a') - (p, p')- 

Getle formule montre, par exemple, que dans deux figures 
semblables, l'angle des droites homologues (a, a') est constant. 

On établit de même, sans qu'il y ait distinction de position 
à faire, les formules relatives aux coordonnées angulaires des 
points inverses 

X' = A — X, [a' = B — fx, etc. 

Dans le même article, le théorème sur le lieu des points M 

AM 
tels que si M' est l'inverse de, M on ait j=-=-, = K, peut se 
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démontrer géométriquement en faisant voir qae si I est le 
centre du cercle MBG, celui du cercle ÂBG et R son rayon, 

on a TTF/ = TT • Ainsi le lieu est formé de deux cercles pas- 
AM R '^ 

sant par BG dont les centres I, I^ sont symétriques relative- 
ment à 0. J'ajoute que le lieu de M'est formé de deux cercles, 
passant par BG, dont les centres F, I[ sont conjugués de I, I^ 
(c'est-à-dire tripolairement associés à I, Ij). 

A la relation -7-=rr, = -rr-, j'ajoute celle-ci : — = — r , r étant 

AM R "^ " r 2d 

le rayon du cercle MBG, p celui du podaire de M, Et cette 
autre 20I.a = Mo (au signe près), a étant la première coor- 
donnée normale de M et Mq, désignent la puissance de M, rela- 
tivement à la circonférence ABG. 

Toutes ces formules se démontrent géométriquement. Enfin 
voici quelques théorèmes sur le même sujet : 

y* Les rayons r, r', r' des cercles MBG, MCA, MAB, sont 
inversement proportionnels aux coordonnées tripolaires de M^ 

2® Le triangle HT, formé par les centres, est directement sem- 
blable au triangle podaire de W relativement à ABG. 

S^ Le triangle podaire de 0, relativement au triangle H'V^ est 
directement semblable au triangle formé par les centres des cercles 
M'BG, M'GA, M'AB. 



A propos de la note relative à la question 318 {Joumaly p. 90), 
M. Neuberg nous écrit pour nous faire observer que la géné- 
ralisation qu'elle signale ne lui avait pas échappé. Elle se trouve 
dans son Mémoire : Projections et contre-projections, pp. 9 et 26. 

M. Poulain nous écrit, de son côté, à propos de cette même 
question, et nous indique qu'elle se résout immédiatement 
(comme cela résulte d'ailleurs de la Note citée) en faisant usage 
des formules relatives aux coordonnées surlatérales. 

J'ai oublié de dire, à propos de cette Note, qu'elle m'avait été 
communiquée par M. Bernés avant l'apparition des articles de 
MM. Loreau el Poulain. Les formules qui se trouvent à la fin 
de cette Note ont été indiquées, dès 1884, aux étudiants de 
l'Académie de Paris, candidats à l'Agrégation de l'enseigne- 
ment spécial, par M. Bernés qui, à cette date, était chargé de 
leur préparation. O. L. 
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La très intéressante brochure (*) que M. Matrot consacre au beau théo- 
rème de Bachet : tout nombre entier est la somme de quatre carrés^ au plus, 
plaira beaucoup à tous ceux qui s^occupent, à quelque degré que ce soit, 
de la théorie des nombres. 

Je dois dire, tout d'abord, que cette démonstration est absolument 
complète, parfaitement rigoureuse, et qu'elle n'exige aucune étude préalable 
pour être comprise du lecteur ayant quelque habitude de Tarithmétique 
et de l'algèbre élémentaii*es : elle emprunte, à la théorie des résidus qua- 
dratiques, un minimum de résultats très simples et presque immédiats. 

M. Matrot établit d'abord l'identité d'Ëuler relative au produit de deux 
sommes de quatre carrés j il est vrai qu'il vérifie cette identité, mais les 
moyens directs de l'établir sont plus longs et plus difficiles à suivre que 
la vérification immédiate. 

Puis (et c'est là l'un des points les i>lus importants de la brochure en 
question), M. Matrot établit en toute ri^^ueur que tout nombre premier qui 
divise une somme de quatre carrés premiers dans leur ensemble, est lui-mêrne 
une somme de quatre carrés^ au plus. Il existe une démonstration de ce 
théorème dans le second volume de l'Algèbre supérieure de /. Serret; mais 
cette démonstration n'est pas rigoureuse, et, d'ailleurs, l'auteur n'introduit 
pas cette restriction que le diviseur doit être premier. Cette restriction 
est-elle nécessaire? M. Matrot en fait usage dans sa démonstration. En 
tout cas, si l'on considère un diviseur d'une somme de deux carrés pre- 
miers entre eux, la restriction dont je parle est inutile. Il y aurait donc 
là un point à éclaircir, mais ce n'est d'aucune utilité pour le théorème de 
Bachet. 

Enfin M. Matrot établit très simplement, en demandant fort peu de 
choses à la théorie des résidus quadratiques, que tout nombre premier divise 
une somme de deux ou^ de trois carrés premiers entre eux. Alors tout est 
établi. 

L'auteur eût abrégé un peu l'exposition de ses méthodes en admettant 
que le lecteur est un peu familiarisé avec les nombres négatifs. 

J'ai communiqué, à M. Tannery, il y a quelques mois, pour le Bulletin 

{*) Démonstration élémentaire du théorème do Bachet, par A. Matrot, 
ingénieur en chef des Mines, 16 pages. — Librairie Nony, 17, rue des 
Écoles. 

Le compte rendu qui suit a été fait par M. Humbert, à qui nous avions 
communiqué la brochure de M. Matrot, en lui demandant de vouloir bien 
en faire une analyse. 

Nous savions que M. Humbert avait travaillé, tout récemment, avec 
succès, le môme sujet et nul ne pouvait faire cette analyse avec plus de 
compétence. [Voir Bulletin des Se. math, y févr. 1891.) 

Nous tenons à nous associer personnellement aux éloges mérités que 
M. Humbert adresse à la démonstration de M. Matrot. Si celle-ci ne répond 
pas complètement au desideratum que nous avons autrefois formulé, à 
son sujet (Journal 1886, p. 89) elle est bien près de le réaliser, quand on la 
débarrasse surtout de certaines longueurs que l'auteur a maintenues pour 
lui conserver son caractère purement arithmétique. Mais ce souci peut 
être écarté, crovons-nous, dans la démonstration en question, qui s'adresse 
à un public d'élèves déjà initiés à la notation algébrique et aux nombres 
négatifs. G. L. 
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des Science» mathématiques ^ une démonstration du môme théorème qui 
reposait aussi uni(][uement sur les propriétés les plus simples des résidus 
quadraticrues; mais je ne m^étais pas préoccupé de réduire au minimum 
remploi ae ces propriétés ni d'éclaircir les théorèmes accessoires relatifs 
à ridentité d^Ëuler. J'avais bien senti cependant le besoin de rendre ces 
questions plus rigoureuses et plus claires, et j'aurais, peut-être, complété 
mon trayau à ce point de vue, si la brochure (][ue vient de publier M. Ma 
trot, n'était venue, très heureusement, m'en dispenser. 

E. HUXBBRT. 

Arithmétique élémentaire , par Jean Macé , sénateur inamovible. — Le 
Groupe de l'Amérique latine, dans la Li$çue internationale vient, d'entamer 
la première série de sa Bibliothèque scolaire. 

Elle débute par une Arithmétique élémentaire de son président d'honneur 
Jean Macé, qui a repris sa plume de vulgarisateur pour initier les enfants 
de l'Amérique aux mystères de l'Arithmétique. Il faut dire qu'ils cessent 
de l'dtre avec lui. Dans un petit volume de 80 pges qui pourrait presque 
passer pour un livre de lecture, il a fait tenir, sous une forme rendue 
amusante par la bonhomie et la clarté de Texplication, le raisonnement 
complet de la numération, des quatre règles et des fractions, le point de 
départ de toutes les études de mathématique. 

ue livre de classe d'un genre tout nouveau, fait spécialement pour les 
écoles de l'Amérique latine; a été traduit en espagnol par M. de Mestre y 
Am8i)ile, secrétaire général du Groupe, qui l'a déjà présenté au Ministre 
de l'instruction publique de Venezuela. Le texte original rendra un éffal 
service dans les écoles françaises, et surtout dans les familles, pour les 
premières leçons de calcul Si donner aux enfants. 

Les deux Citions, française et espagnole, sont en vente au Bureau du 
Groupe de l'Amérique latine, 63, rue de Provence. — Prix : 1 franc. 



QUESTIONS 357, 358 

NOTES ET DÉVELOPPEMENTS 
Solutions par M. Sollbrtinskt. 



1. Soient M, M'^ deux points inverses par rapport au 
triangle ABC. On sait que : 

y® Si les points M, M', sont tous deux à Vintérieur du triangle 
de référence, la somme des angles BMC, BM'G est égale d w + A. 

Il est facile de voir que : 

2® La somme des angles BMC, BM'G est supplémentaire de 
A ou égale à A, suivant que les points M, M\ étant en dehors du 
cercle ABC, sont situés dans V angle BAC ou dans r angle adjacent 
supplémentaire. 

S® La différence des angles BMC, BM'G est supplémentaire de 
A ou égale à A, suivant que le segment du cercle ABC» à Vinté- 
rieur duquel se trouve Vun des] points M, M', est opposé ou adja- 
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ceni à r angle BA.G; le second des points M, M' se trouve alors 
dans l'angle, opposé par le sommet à celui qui s'appuie sur le 
segment (*). 

2. Soit M un point variable d'une circonférence A, 
passant par les sommets fi, G du triangle AfiG. Lorsque M 
parcourt un arc de À, sans rencontrer les côtés du triangle» 
le point inverse M' parcourt aussi un arc de la circonférence A' 
qui passe par B, G; car alors Tangle fiM'G est constant. 

En rencontrant Tun des côtés AB, AG, le point M vient dans 
l'angle adjacent; mais bien que, dans ces conditions, la relation 
entre les angles SmC, SwG soit modifiée, le point M' reste 
encore sur A'; car, ayant passé par le sommet opposé G, B, il 
vient sur l'autre côté de BG. Supposons, par exemple, que le 
point M passe de l'intérieur de ABG. 

On avait d'abord (1 , 1«) 

SkG + fimî=7:-4- A; 
et l'on a, maintenant (1, 3^), 

BMiG-BM'iG = A; 
mais, en retranchant les deux demiëres égalités, après avoir 

observé que BM^ = SMS, 

on trouve BM'C -4- BMjG = w. 

Donc, la circonférence A, qui passe par deux sommets du 
triangle de référence^ a pour inverse une autre circonférence A 
qui passe par les mêmes sommets. 

39 Une droite quelconque AM coupe^ en M, N, une circonférence 
A qui passe par les sommets B, G du triangle ABG. Si W, K sont 
les inverses de M, N, relativement à ABG ; ^^ les droites MM',NN' 
sont parallèles y et le quadrilatère BGM'N' est inscnptible ; 2^ pour 
que les droites MM', NN' soient parallèles à BG, il faut et il suf" 
fit que la corde MN soit divisée harmoniquement par A et BG. 

/® En premier lieu, les points M', N' sont sur le cercle A', 
inverse de A (2). Ensuite, les angles MBA, AN'G doivent être 
égaux ou supplémentaires, puisque les angles SBA, M^BG sont 
égaux et les angles M'BG, AN'G, dans le cercle A', sont égaux 

(*) Voir, sur la position relative de deux points inverses, une Note de 
M. E. Vigarié, J. E. 1885, p. 245. 
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OU supplémentaires. De même, les angles Â.MB, AGN' doÎTent 

aussi être égaux ou supplémentaires. Mais les angles BAM, 

GAN' sont égaux : donc les triangles AMB, ACN' sont équi- 

«ngles. Ainsi 

AM.AN' = AB.AG. 

De même AN . AM' = AB . AG 

AM AM' 

et par suite, aN^ÂF' 

Donc les droites MM', NN' sont parallèles. 

Corollaire. — Les tangentes, menées de A, à deux cercles 
inverses qui passent par B, G, sont isogonales dans Vangle BAG 
et leur rectangle est équivalent au rectangle des côtés AB, AG. 

En effet, lorsque AM, tournant autour de A, devient tangeïite 
à A, la droite AM' tournant en sens contraire, devient aussi 
tangente à A'. 

^ Soient 8, S' les points, où les droites AM, AM' rencontrent 
le côté BG. 

Les faisceaux (B.A8MN), (B.S'AM'N') étant symétriquement 
égaux, le rapport anharmonique 

(A8MN) = (8'AM'N') ; 
mais pour que les droites MN', NN' soient parallèles à BG, il 

faut et il suffit que 

(A8MN) = (AS'M'N'). 

Par suite (AS'M'N') ^ (8'AM'N'); 

d'oii (AS'M'N') = - I = (A8MN). 

De là découle la propriété signalée par M. Bernés : (n® 337). 

Par un point D pris sur BG, dans le triangle ABG, on trace 
une droite EDF antiparallèle à BG, relativement à Vangle A. 

/® La circonférence qui passe par B, G, E, F coupe orthogona^ 
lement la circonférence décrite sur AD comme diamètre. 

S^ SiM,N sont les points ou cette circonférence rencontre AD, 
et que M', N' soient les points inverses de M, N relativement à 
ABG, les droites MM', NN' sont parallèles à BG'. 

En effet, le point D, comme appartenant à la polaire de A 
relativement au cercle BGEF, est conjugué harmonique de A 
relativement à MN ; d'ailleurs tout cercle passant par les points 
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M, N, conjugués harmoniques par rapport au diamètre AD 
d'un cercle fixe, 
coupe orthogo- 
nalement ce der- 
nier. 

4. Une droite 
quelconque, isstte 
de k, coupe deux 
cercles inverses, 
quipasserUparB, 
G, respectivement 
en M, N; P', Q'. 

4^ Deux quel- 
conques de ces 
quatre points 
(mais non situés 
sur le même cer- 
cle), et leurs in- 
verses, sont les- 
sommets d'un 




Fig. 4. 



quadrilatère inscriptible,' symétriquemmt semblable au quadri- 
latère ayant pour sommets, deux autres points et leurs »>if^^«^; 
»* Les côtés correspondants des quadrilatères MPNQ, MT'NQ 
se rencontrent sur la droite BG, et les droites joignant, à A, cts 
points de rencontre, sont, deux à. deux, symétriques par rapport a 
la bissectrice de SaH. 

!« Considérons, par exemple, le quadrilatère MM'QQ'. 

On a, en A, 5ÎQM'=MPB; 

et en vertu d'une propriété des points inverses : 

ISbP = fl^BF = SQ^'. (en A'). 

Donc fiQM' = fiQ^'. 

Mais MO et NP, M'Q' et KT' étant antiparallèles, dans l'angle 
BAC, ainsi que MM' et PP' (car PP' est parallèle à QQ'), QQ' 
et NN', les quadrilatères .MM'QQ', PP'NN' sont symétrique- 
ment semblables. 

2« Le point de rencontre des droites MQ, M'Q', comme 
centre radical des trois circonférences A, A' et MM'QQ', est sur 
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BG. Ce point, et l'intersection des droites PN, PN', étant les 
points homologues des quadrilatères MM'QQ', PP'NN', les 
droites joignant A à ces points sont homologues, et, par suite, 
symétriques par rapport à la bissectrice de A. 

5. Si les circonférences inverses, passant par B, G, rencontrent 
les côtés AB, AG en des points E, E'; F, F', les droites BF et BF', 
CE et GB' sont antiparallèles dans l'angle BAC. 

Inversement. Si les droites BF, BF' sont antiparallèles dans 
l'angle BAC, les circonférences BFG, BF'G sont inverses l'une de 
Vautre. 

En effet, si le point F est sur AC, le point F' peut être sur 
AG ou sur le prolongement de AC. 

Dans le premier cas, on a (1, 1^) 

BFG4-SFC = 'jc + A. 

Mais BfG^A + AB?, BFG = 7r-BFA; 

d'oîi ABF = fiFÎ. 

Dans le second cas, 

BF(J + (ic - BF'A) = ir + A ; 

d'où, encore, ÂBF = BFT. 

Enfin, si F est sur le prolongement de CA, le point F' doit 
être sur le même prolongement; et Ton a (1, 3^) 

(x - BFA) -"BFA = 7c - a. 

Mais alors A = BFÏ +. FBA, 

d'où SFA = FBÀ. 

Remarques. — 4. Les droites BF, CE sont respectivement paral- 
lèles aux droites CE', BF' 

car ABF = AF'B = AFC. 

2. Les droites EF, WF' sont parallèles l'une à l'autre, comme 
étant antiparallèles à une même droite BC, relativement au 
même angle A. 

3. Si les droites EF E'F' coupent BC en D, D', et si les droites 
BF et CE, EF'et GW se rencontrent en des points G, G', les droites 
AD et AD', AG et AG' sont symétriques relativement à la bisseo 
trice de l'angle BAC. 

En effet, les droites BF'et FB, CE' et EC, et, par suite, E'F' 
et BC, sont les droites homologuesdes triangles AbC et AFË, 



r 
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semblables et disposés symétriquemeot, par rapport à la bis- 
sectrice de A. 

4. Si la droite AD rencontre la circonférence ABC en B., les 
quadrilatères DRGFfDRBE sont inscriptibles ; crt les angles 
CHA, DFA, comme égaux à l'angle B, sont égaux. 

6. (Question 338). AD, AD' étant, relativement à l'angle A du 
triangle ABC, deux droites antiparallèles j qui rencontrent en 




H, H' la circonférence circonscrite à ABC; on trace par H, dans 
l'angle HAC, HF antiparallèle à DG, et par W, dans l'angle 
H'AG, H'F antiparallèle à D'G. 

4^ Les droites BF, BF sont antiparallèles relativement à l'angle 
BAG; 2^ si V est Vun des points de rencontre de AD' et de la cir- 
conférence circonscrite FBG, et P le point du même côté de BG, 
où AD est rencontré, par la circonférence circonscrite à F'BG, 
PP' est antiparallèle à DD', relativement à DAD'; et les points 
P, F' sont inverses l'un de l'autre, dans le triangle ABG (fi g. 2). 

^Bernes») 
1« Soit E l'intersection de DF et AB. On a 

:aFE = GHD (*) ='ABn. 
(*) Ou CHA, sur la ûg. 1. 
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DoncEFet BG sont antiparallëles dans TangleBÂG. E'F' étant 
aussi antiparallële à BG, dans le même angle, EF, EF' sont 

parallèles l'une à l'autre; d'oii WS = GD^. ûonc, D et D' 
étant les points homologues des triangles AFE, ABC, symétri- 
quement semblables, les points B, F' le sont aussi. Par suite, 

fba: = bFa. 

Autrement : D, D' étant les points homologues des triangles 
semblables AFE, ABC, on a 

AD AB 

AD'""ÂF* 
D, D' étant aussi des points homologues des triangles ABC, 

AF'E', on a 

AD AB 

AD'""AF'' 

Donc AB^ = AF. AF'. 

2® Les circonférences BFC, BF'Û sont donc inverses Tune de 
l'autre (S), et le quadrilatère MPM'P' étant iuscriptible (4), la 
droite PP' est antiparallèle à MM', dans l'angle D AD'; ainsi 
MM' est parallèle à DD' (3). 

ERRATA 

P. 30, 11. 12 et 13. Supprimer et lire a', ^" désignant respectivement les 
angles MAB, MBA. 

P. 65, 1. 7 (en remontant). Au lieu de 6, lisez 9. 

P. 67, 1. 1 (en remontant). Au lieu de H,0* lisez H,6'. 
P. 79, formule (18). Au lieu de ajip, lisez a\L^, 

S — Y S — Y 

p. 94, 1. 3 (en remontant). Au lieu de ^&in -y lisez sin • 

Année 1890 : 
p. 257, 1. 8. Au lieu de S.C», 8,0», lisez J,Ci, Jfii, 
P. 260, 1. 1. Au lieu de UaU'â lisez U'aU'a- 
P. 260, 1. 12. Au lieu de UaMiMc ^««^ MaM^M^. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Ilernès* 



Préliminaires. 

1. Définitions. — ABC étant le triangle de référence, et A'B'C 
un triangle quelconque; si deux points M, N sont sur une 
même circonférence avec B', C et en ligne droite avec A', nous 
dirons qu'ils sont isocycliques relativement à B'C et A'. Deux 
points isocycliques, relativement à BG et A, seront dits simple- 
ment isocycliques. 

Nous appellerons conjugués relativement au triangle A'B'C 
deux points conjugués harmoniques, relativement à un dia- 
mètre de la circonférence A'B'C. Ils sont en ligne droite avec le 
centre, d*un même côté du centre; et leurs distances au centre . 
ont le rayon pour moyenne proportionnelle. Cette dénomi- 
nation, sauf la restriction du sens, est empruntée à Chasles, 
qui appelle conjugués, relativem^enl à une conique, deux points 
dont chacun est sur la polaire de l'autre. Quand les deux 
points seront conjugués relativement au 'triangle de réfé- 
rence ABC, nous les dirons simplement conjugués. 

Comme, dans la méthode que nous proposons d'exposer, les 
dénominations âiinversion et de points invet^ses sont employées 
dans le vieux sens consacré par l'usage, nous devrons, pour 
éviter toute confusion, écarter le sens que M. Mathieu a donné 
à cette dernière dénomination. Les points que M. Mathieu 
appelle inverses seront, dans le cours de ce travail, dits iso- 
gonaux (*). 

Les angles, dans tout ce qui va suivre, sont supposés éva- 
lués en grandeur et signe, à Ktu près. L'angle (a, p) est l'une 
quelconque des quantités positives ou négatives dont il faut 

(*) M. Bernés, dans le manuscrit (pi'il m*a adressé, proposait Texpresslon 
normalement réciproques et, par abréviation, réciproques. Mais ce mot, dans 
la Géométrie du triangle, étant pris dans un sens bien déterminé, pour 
éviter la confusioo, j'ai substitué au terme proposé par M. Bernes, celui 
d'isogonaux qui rappelle assez bien la construction géométrique reliant 
deux points inverses, au sens donné à ce mot par M. Matliieu. G. L. 
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faire tourner, autour de leur point d*intersection, la droite a, 
considérée comme indéfinie, pourTamener en coïncidence avec 
la droite jB. Cet angle est égal et de signe contraire à l'angle 
(p, a). M, N, P étant trois points quelconques, l'angle sous 
lequel, de M, on voit le segment NP, sera, par définition, l'angle 
(MN, MP) tel qu'il vient d'être défini. Nous pouvons, pour 
abréger, le désigner par NMP, l'ordre des lettres N, P indi- 
quant le sens suivant lequel le segment est parcouru, de telle 
sorte que S^P et PMN sont égaux et de signes contraires. 

Si N et P sont fixes et M variable, l'égalité SMP = a définit 
une circonférence passant en N,P et qui est tangente à la droite 
Noj donnée par (Naj,NP) = a. La circonférence est unique et 
tout point M de celte circonférence satisfait à l'égalité SÎÏF= a. 

Nous appellerons coordonnées angulaires d'un point M, relati- 
vement à un triangle A'B'(7, les angles sous lesquels, de M, on 
voit les côtés B'C, C'A', A'B'. La somme de ces coordonnées 
est nulle en vertu de la relation fondamentale 

qui devient ici 

(MB', MC) + (MC, MA') + (MA', MB') = o. 
Il sera donc expressément entendu que, lorsque nous par- 
lons des coordonnées angulaires X, fx, v d'un point M, on a 

X -+■ [A + V = o. 
Par angles d'un triangle A'B'G'nous entendons les trois angles 
sous lesquels de A', B', (/, on voit respectivement B'C, C'A', 
A'B'. De sorte que 

A'= (A'B', A'C), B'= (B'C, B'A'), C'= (C'A', CB'). 
La somme A' + B' + C est nulle, car si X, Y, Z désignent ces 
trois côtés dans l'ordre habituel, on a 
(Z, Y) + (X, Z) + (Y, X) = (Y, X) + (X, Z) + (Z, Y) = o. 

2. — Il est visible que, pour construire un point P dont les 
coordonnées angulaires relativement à un triangle A'B'C aient 
des valeurs données X, |x, v, il sufiît de construire, sur B'C, un 
triangle P'B'C dont les angles soient X, [jl, v, et de prendre l'iso- 
cy clique P, de P', relativement à B'C et à A'* Ce qui conduit à cette 
conséquence remarquable : Les isocycliques P, P^, relativement à 
B'C et A', d^ deux points P', Pi symétriques par 7^apport à B'C, 
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ont relativement au triangle A'B'C, des coordonnées angulaires 
égales et de signes contraires, Ue que nous exprimerons en disant 
qu'ils sont isoptiques relativement à A'B'C De là, une manière 
très simple de construire Yisopiique Pj d'un point donné P. 

3. — Les mêmes considérations montrent que si M est un 
point dont les coordonnées angulaires, relativement à ABC, 
sont' X, {jL, V, pour en déduire le point M' qui a les mêmes coor- 
données relativement à un triangle de même base A'BC, il 
suffit, après avoir pris le point N oîi AM rencontre la circon- 
férence MBG, de prendre le point M' où cette même circonfé- 
rence est rencontrée par A'N. On pourrait, de là, passer au 
point M" qui a les mêmes coordonnées relativement à un tri- 
angle A'B'G, puis au point M'" dont les coordonnées angu- 
laires sont les mêmes relativement à un triangle A'B'C. 

4. — Signalons, en passant, une généralisation remarquable 
du théorème du § 2 sur les points isoptiques. 

Nous dirons que deux points M, N sont complémentaires j 
relativement à un troisième P, lorsque ce troisième a pour 
coordonnées angulaires les sommes des coordonnées angulaires 
correspondautes de M et N. C'est ainsi que deux poinls con- 
jugués sont complémentaires relativement au point 0, centre 
de la circonférence ABC; que deux points isoptiques^ sont 
complémentaires relativement à tout point à Tinfini, que deux 
points isogonaux sont complémentaires relativement à tout 
point de la circonférence ABC. 

Voici la généralisation : Lorsque deux points M, N sont iso- 
gonaux, relativement à un angle A'BG; leurs isocycliqu£s M^, N^ 
sont complémentaires y relativement à Visocyclique Ai de A'. 

Car si a, p, y sont les angles de A'BC et par conséquent les 
coordonnées angulaires de Aj, les triangles MBG, NBG ont 
pour sommes d'angles a, p, y puisqu'ils sont isogonaux rela- 
tivement à A'BC, donc les coordonnées angulaires de M^, N^ 
ont pour sommes a, p, y, c'est-à-dire queM^, N^ sont complé- 
mentaires relativement à Al. 

Bans le cas particulier du théorème sur les points isop/t^ues, 
les deux pointa symétriques, relativement à BG, peuvent être 
regardés comme isogonaux relativement à un triangle applati 
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A^BG, Al étant sur BG; Tisocyclique de A^ est à rinfini; c'est 
pour cela que les isocycliques des deux points symétriques 
sont isoptiques. 

Il y aurait plusieurs cas particuliers intéressants à signaler, 
je me borne à celui-ci : si L est risocyclique du centre 0, les 
isocycliques de deux points isogonauXy relativement à LBG, sont 
conjuguas. Nous retrouverons ce point L dans la suite de cette 
étude. 

MÉTHODE DE TRANSFORMATION 

B. — J'arrive à Texposé de la méthode que j'ai en vue. 

Si m est Tisocyclique de Tisogonal d'un point M, nous avons 
signalé (Journal, p. 90) la relation A »i.AM= bc, conséquence 
de la similitude de AME. AGm. C'est-à-dire qu'en prenant A 
pour pôle et bc pour puissance positive d'inversion, le point m, 
isocyclique de l'isogonalde M, est le symétrique relativement 
à la bissectrice de A du point inverse de M* Si de même on 
prenait Tisocyclique de l'isogonal de m on obtiendrait M. 
Nous disons que ces deux points sont symétriquement inverses 
l'un de l'autre, relativement au pôle A; plus simplement, nous 
les appellerons transformés l'un de l'autre. Et deux figures 
seront symétriquement inverses ou transformées Tune de l'autre, 
lorsqu'à chaque point M de l'une correspondra, dans l'autre, 
au point m tel que AM et Am soient antiparallèles relative- 
ment à l'angle A et que AM.Am = bc. 

Si l'une des figures est une droite ou une circonférence, 
l'autre est une circonférence, qui dégénère en une droite quand 
la première figure passe par A . 

On voit immédiatement que les transformés de B et G sont 
C et B, que le transformé de A est à l'infini, que BG et la 
circonférence ABG sont les transformés l'un de l'autre, cl qu'un 
point E pris sur AG a pour transformé le point e oii la parallèle 
menée par G à BE rencontre AB, de sorte que BE a pour trans- 
formée cire. AGe; et cire. ABE, poi^r transformée Ge. > êmc 
propriété pour un point F pris sur AB. 

6. — Voici les premières propriétés : 
1® Le transformé m de M peut s'obtenir, soit en prenant, 
comme il a été dit, l'isogonal N de M, puis l'isocyclique m de 
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N; soit en prenant d'abord Tisocy clique n de M, puis Tisogonal 
m de n. D'où ce théorème : 

Les transformés ra^ n de deux points isogonaux M., N sont 
isogonaux. En outre, les deux droites MN,.nm sont parallèles , 
ainsi qu'il résulte de ce que bc = AM.Àm = AN. An. 

De là, aussi, cet autre énoncé : les transformés M, n de deux 
points isocycliques m, N sont isocycliques, 

2® St M, N sont deux points quelconques y m, n leurs trans- 
formés, les triangles AMN, Anm sont directement semblables 
(l'ordre des lettres met en évidence les sommets homologues). 

En effet, par un retournement autour de la bissectrice de A, 
AM, AN se portent sur Am, An, et MN devient antiparallèle 
à mn dans l'angle mAn; de sorte que les triangles AMN, Anm 
sont alors symétriquement semblables; donc avant ce retour- 
nement, ils sont directement semblables. 

Les relations métriques se transforment par la même règle 
que dans l'inversion ordinaire. Ainsi : Pour passer d*une rela- 
tion métrique homogène, concernant les points M, N, P. . . , à te rela- 
tion correspondante concernant leurs transformés m, n, p. . . il 
suffit de remplacer, dans la première, chaque longueur MN par 

;— ; et, au cas où A est une des extrémités de la longueur, de 

Am.An' ^ if ^ 

remplacer AM par — • 

La similitude mentionnée donne, en effet, 

MN = mn.-r r- ; 

Am.An 

bc 
et on a, par définition, AM = -r— • 

Am 

Il sera fait un fréquent usage de cette règle. Bornons-nous 
ici à signaler le cas particulier de quatre points M, N, P, Q 
en division harmonique sur une droite; sur la circonférence 
transformée de cette droite, les transformés m, n, p, q sont 
les sommets d'un quadrilatère harmonique. Et si, comme 
cas plus particulier, un point P est le milieu d'un segment de 
droite MN, le transformé p est harmoniquem^nt opposé à A 
relativement à mn, c'est-à-dire que p et A sont les sommets 
opposés d'un quadrilatère harmonique dont m, n sont les deux 
autres sommets. 
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Nous emprunterons aussi à Tinversion ordinaire le théorème 
sur l'égalité des angles de deux lignes et des lignes inverses. 
Seulement, il importe d'observer que, tandis que dans Tin- 
version ordinaire ces angles sont égaux et de signes contraires, 
dans l'inversion symétrique ils sont égaux. 

3® M, m étant deux points symétriquement inverses, si tes 
coordonnées angulaires de Vun d'eux M sont X, j;., v, les angles du 
triangle mBG déterminé par l'autre point sont A — X, B — [x, G — v. 

Car le triangle a pour angles les coordonnées angulaires de 
l'isocyclique de m, c'est-à-dire de Tisogonal de M, lesquels 
sont A — X, B — [A, G — V. 

Une autre démonstration est à signaler, parce qu'elle con- 
stitue une première application de la méthode d'inversion 
symétrique. La coordonnée jx ou (MG, MA) est égale à l'angle 
(GX, GA) que la tangente GX à circonférence AMG forme avec 
GA; la transformée de GA est BA et la transformée de la cir- 
conférence AMG est mB, donc (Bm, BA) = [x. Or 

(Bm, BA) = (Bm, BG) + (BG, BA) = B - (BG, Bm). 

Donc (BC, Bm) = B - ja. 

De même (Gw, GB) = G - v ; 

par suite (mB, mG) = A — X. 

Rex\iarque 1. — On peut énoncer le même résultat en disant 
que si M, m sont symétriquement inverses, le triangle mBG est 
symétriquement semblable au triangle podairede M. 

Ge qu'on peut rapprocher de cette autre proposition évi- 
dente : Si M, N sont deux points isocycliques, le triangle NBG 
est symétriquement semblable à Vantipodaire de M. 

REBiARQUE 2. — Quant aux coordonnées angulaires de m, 
la première est A — X; les deux autres s'expriment trigono- 
métriquement, en fonction de celles de M, par des formules 
qui seront données ultérieurement. 

Il est bon d'ajouter que si mp, my sont tangentes aux cir- 
conférences mAG, mAB, les trois angles pmy, ymÀ, Amp sont 
égaux aux coordonnées X, {x, v du point M. Gar ces deux cir- 
conférences sont les transformées des droites MB, MG, et mA 
est transformée de MA. 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUES ÉLtMBNTAIRBS 127 

Cela met en évidence ce point, facile à établir directement, 
que : pour tout point m du plan, la somme algébrique des angles 
BMG, pMy, est constante et égale à Â. 

Nous réservons aussi, pour plus tard, le passage des coor- 
données normales de M à celles de m, et quelques relations 
remarquables qui s'y rattachent. (A suivre.) 



COORDONNÉES QUADRIPOLAIRES 

Par M. Ii« Bénézech. 

(Suite, voir p. 97.) 



13. — Condition pour que quatre plans P', P', P'", P% dont 
on connaît les équations en coordonnées quadripolaires, 
passent par un même point. 

L'équation de (P^ est 

a'2(XÎ - Xi) + a3(>? - Xi) + ol[{XI - 5^') - K'= o. 
Écrivons, de même, les équations des trois autres plans, et 
éliminons 

X2 — X2, Xi — X3, Xi — X4, 
entre le système des quatre équations ainsi obtenues. On 
trouve la condition cherchée : 

' ' ' xr' 

0C2 (X3 a4 J^ 

(X.2 <X3 tt4 -lV 

m m m „^ 

*2 *3 ^4 ^ 

a? a'^ ar K«^ 

14. — Équation du plan passant par les trois points 

(Xi, X2, X3, X4) (Xi, • . .) (Xi . . .,). 
Soit SaiXf 4- K = o l'équation cherchée. Écrivons qu'elle 
est vérifiée par les coordonnées des points donnés, puis 
éliminons a^, a^, aj, a^, K entre le système formé par ces 
équations et Sa^ = o; il vient 

X? X? X? l? I 



= o. 



-v2 -v'a \"2 i"'2 

A2 A2 A2 ^2 

\2 •\'2 -^"2 y'i 

A3 A3 A3 A3 

•\2 •\'2 -^"2 -^"À 

A4 A4 A4 A4 



I 
I 
I 
O 



= O. 
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équation demandée. On peut aussi l'obtenir en appliquant la 
relation qui existe entre les dislances respectives de quatre 
points de l'espace à quatre points d'un plan. 

16, Applications. — 1® Équation de laface Aj^jA^du tétraèdre 
de référence : 



M 


^21 


^31 


du 


I 


xi 
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^32 


di% 
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XI 


^23 
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dtâ 
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xî 


du 


du 
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I 
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o 



= o. 



xi 


d^2 


xl 


d& 


X! 


du 



O. 



2® Equation du plan déterminé par l'arête A^Aj et le centre 
de la sphère circonscrite au tétraèdre de référence : 

^1 o ^21 I 

o I 
^23 I 

d^'i I 

Cette équation se déduitaussi, immédiatement, de la relation 
qui existe entre les distances respectives de quatre points 
d'une sphère à trois points quelconques d'un point passant par 
le centre. 

16. — Équation d'un plan passant par deux points (X2, >3* ^i) 
(V2, X3, X4) et perpendiculaire à la face A2A3A4. 

Équation tripolaire d'une droite passant par deux points 
(X2, X3, xi) (X2, X3, •X4). (A2A3A4, triangle de référence). 

On sait que cette équation a la forme 



ttaXl H- aaXs + a4X4 + fc = o ; avec 



«2 4- aj 



4. a. = o. 



Donc, 



A2 

i2 



xî 



/2 

^'2 
A3 

X? 

I 



A2 
A3 



x; 



"2 



I 
I 
I 
I 



=^0, 



est l'équation cherchée. 

17. Applications. — 1® Équation d'un plan perpendiculaire 
à la face A,AsA4, passant par le centre de la sphère cir- 
conscrite, et par le point (A2, A3, A4), : 



xl 


X? 


I 


XI 


X? 


I 


xî 


X? 


1 



o. 
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2^ Équation du côté BG du triangle de référence ; 
X* c» 6« I 
p.* o a* I 



129 



o I 



= aX* — 6[A* cosC — cv'cosB — o6cco8A = o. 



I I I o 
3^ Équation de AO : 
X« o I 

v« 6« I 
4*> Equation de OG, 

X«(6« - c*) -h ii.\c* - o«) H- v«(a* - 6») = o ; . 
S® Equation de 01, 

X*a(6 — c) -+- [i.*6(c — a) H- v«c(a — 6) = o; 
6« Equation de OK, 

X»a«(6« - c*) H- îJi»6*(c« - a*) + v*c*(a* - 6») = o. 

(A suivre,) 



SUR LA MÉTHODE DE TRANSFORMATION 

DE M. SCHOUTE 
Par M. Emile \igWLvié (Buite, v. p. lOi;. 



6. — MM. Neuberg et Gob ont donné, pour la première 
fois (A. F. Paris 1890, p. 184), les coordonnées barycentriques 
d'un point d'où l'on voit les côtés d'un triangle sous des 
angles X, T, Z. La droite qui joint le sommet A au point P 
rencontre la circonférence BPG en un second point Q. Si 
3S', ^', S' désignentlesaagles du triangle QBG(*), MM. Neu- 
berg et Gob ont trouvé que les coordonnées barycentriqaes 
de deux points jumeaux sont proportionnelles à 



cotg A ± cotg 3B' cotg B ± cotg ^' 

Nous allons démontrer ces formules. 



COtgCdlCOtgS' 



(*) Les angles ÏS>\ ^\ 2' sont, lorsque P est intérieur au triangle, les 
suppléments des coordoAnées anfipilaires SG, ^, Z* 

JOURNAL Dl MATH. iLÉM. — 1891. 6. 
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Soient «, p, y les coordonnées barycentriques du point P. 
p aire APC _ aire AQG _ AG.QG sin AGQ 
^ * • T "" aire ABP "~ aire AQB ~ AB.QB sin ABQ * 
D'autre part» dans le triangle QBG : 

CQ _^ sin y 

BQ""^h^'* 
p sin B sin ^' sin (G + S') cotg G -4- cotg Z' 

Y "^sin G sin S' sin (B + *y ') "^ cotg B 4- cotg ^' ' 
Pour le point jumeau de P, on aurait, de môme, 

ft' cotg G — cotg Z' 

Y cotg B — cotg^' * 
d'où, les formules cherchées. 
Écrivons ainsi les équations précédentes : 

cotg A -+- cotg X' = — > cotg B -4- cotg ^' = |^ , 

cotg G H- cotg Z' = ^f 

cotg A — cotg 3&' = ^- cotg B — cotg ^' = £; , 

cotg G — cotg S' = ^ ; 

Y 
nous en tirons 

f f ' 

2 cotg A =-£- + ^,« 2 cotgB = 4 + |>» 2 cotg G = - + ^; 

a» PP YT 

d'oU, en remplaçant p et p' par leurs valeurs (*), 

p' P . . ^Pysîii'A 

i- = 2 COtfiT A — - = 2 COtff A • 

a' ** a ^ asinAsinB8inC(a-f- p-4- y) 

Si, au lieu de prendre les coordonnées barycentriques a, p, y 
du point P, on avait fait usage des coordonnées normales x, 

(*) Les valeurs de p et p' s'obtiennent aisément au moyen de Tidentité 
cotg A cotg B H- cotg G -+■ cotg G cotg A s: i , 
on a 

2( cotg A — -Vcotg B — I j = I ou p*2 -i- — p£ i(cotgB-4-cotgG)=o, 

ou p= £ — .^° . ^ ;S -V =^Py ûn> A : sin A sin B sin G. 

*^ a sin B sin G a^ 
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y, Zj on eût trouvé : 

sin Vu sin ^' sin %' 

'^•^•^"^8iii(A + 3Bysin(B4-^y8in(CH-Sy 

Enfin, d'après M. Lemoine (A. F. Paris 1889, p. 208) si 
a, p, Y sont les coordonnées barycentriques du point P, celles 
de son jumeau P' seront : 

— a Va» -4- Py + Y« + «P) + ^'«{« -+- P) ->■ ^*<*(* ■+- P) 
Ces diverses relations permettent de calculer facilement, dans 
les systèmes généralement employés, les coordonnées de 
deux points jumeaux. Elles permettent aussi de passer d'un 
système de coordonnées à un autre. En particulier, pour passer 
des coordonnées angulaires aux coordonnées barycentriques 
on peut se servir des formules données par M. Poulain (/. S. 
1890, p. 96). Ajoutant, membre à membre, les égalités: 

^a*PY 
cotg 3B — cotg A = 5 > (pour P) 

cotg (- 3B) - cotg A = ^§77^ ♦ (Po^r PO 

où d = a -+- p H- Y et <r' = a' H- p' + y', 

on en tire 2 cotg A = — = 1 ^ , , » 

2S(ja aSdV 

I I 

« _ p 



I 



^C*a'S' I 



-7 — 2C0tgC 



2S(y' y' 
expressions équivalentes aux formules (8). (A suivre.) 
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EXERCICES DIVERS 

Par M..Jkng. Boiitin* . 

(Suite; voir Journal^ année 1890, p. 134.) 



167. — Si Q est le centre de gravité d'un triangle; 6^, 6,, 8„ 
les angles de Brocard de GBG, GAG, GAB. On a : 

cotg ôj -h cotg 6, -h cotg 6, = 5 cotg 6. (*) 

On trouve 

cotg 6, = 2 ^ — ; 

]2iS 

et, par suite, 

S cotg Oi =3 — = (gEa* + sSffi*) = — -- = 5 cotg 6. 

168. — Les portions des médianes d'un triangle^ comprises à 
V intérieur du cercle circonscrit, ont respectivement pour longueurs : 

b* -h c* a* -h c* a* h- b« 

2m 2m' 2m'' 

Soit AAi, un des segments considérés; A', la projection de Ai sur BG. 
Les équations du cercle circonscrit et de la médiane sont (coord, tril.) 

abc 

-H h- = o, 

X y s 

by = cz. 

On a d*aiUeurs ax -h by -h ex =z 2S. 

En résolyant ces équations, on trouve 

aS 

AiA'= \x\= — ' 

2m* 

Soit M le milieu de BG, on a 

sin AMB=— > 
m 



a* 



MA» = -^> 
4m 

497) 2m 



(*) Les notations employées dans ces exercices sont celles qui sont 
généralement adoptées et qui ont été précédemment explicitées. Ainsi, 
m, m\ m" désignent les longueurs des médianes, etc. 
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159. — Les portions -des symédianes, œmprises à V intérieur 
du cercle circonscrit , ont pour longueurs : 

bc ac ab 

m m'' m' 



Gomme dans Texercice précédent, on trouve 

Si mi est la lon^pieur de la symédiane, on a 

2bcm 

* 6» + c* 
puis AA, = m, ( I 4- — j) = '\. = - • 

160. — Soient H^ le point anticomplémentaire de VorthocentrCy 
Â^, B^, Cl, les points ok les droites qui joignent H^ avoi sommets 
du triangle rencontrent les côtés opposés. On projette A^ en A^ Aô, 
sur AB, AG; B^ e/ G^, «on/ projetés, de même, en Ba, Bc, Go, Gi,; /e« 
droites BA^, GAc «e covpent en un point A' AH^; rfe même AB^, 
CBc «e coupent en un point B' de BHi ; AGa, BGt se coupent en 
un point G' de GH^. 

161. — Le centre radical des trois cercles ex-inscrits à un 
triangle est le complémentaire du centre du cercle inscrit. 

Soient u^v^w, ... les puissances dos sommets du triangle par rapport 
à ces cercles, on a . 

M=p« i t*' = (p — c)* ( u" = (p — 6)» 

v = (p--c]^ \ t;'=p* < v^r^fp — a)« 

m; = (p — 6)« i w' =: {p — a)* («;''= p> 

d'où, pour Téquation, en coordonnées barycentriques, de Taxe radical des 
deux premiers cercles, 

a[P" - (P - en 4- P[(p - c)> - p«-| 4- y[(P - 6)* - (P - a)T = o, 

(1) (a + b){a - p;-h Y(a — 6) = o. 

De même, pour Taxe radical du premier et du troisième cercles : 

(2) (a -+■ c)(a — y) 4- p(a — c) = o. 

Le centre radical est à Tintersection des axes (1) et (2). En réduisant ces 
équations, on trouve : 

6 -l-c 04- c a4-ô 

162. — Si, dans un triangle, les milieux des hauteurs sont en 
ligne droite, le triangle est rectangle. . 
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Pour que les milieux des hauteurs soient en ligne droite, il faut que 

l'on ait : 

h h cos G h cos B 

VcosG h' h' =0, 

h^ cos B h" cos A h' cos A 
cos» À -4- cos* B H- cos" G = I + 2 cos A cos B cos G, 
et comme 

cos* A -4- cos* B -4- cos* G = i — 2 cos A cog B cos G, 
on a cos A . cos B . cos G = o ; etc ... /^ suwre,) 

i ' 



CORRESPONDANCE 



MM. Emile Lemoine et A. Boutin nous ont écrit au sujet de 
Tarticle que nous venons de publier sur les points et les droites 
de Fetierbach» Ils nous font observer que ces éléments remar- 
quables du triangle ont été, contrairement à ce que nous 
avions supposé, plus étudiés que nous ne le pensions {*), 

A ce propos^ M. Lemoine nous communique les formules 
suivantes qui font connaître les coordonnées normales abso- 
lues: 

1® Des points de Feuerbach F, Fa, ... 

2® Des points F', Fa, ... où les droites de Feuerbach tou- 
chent Tellipse maxima inscrite. 

p — a — 6 p — c, 

p.î4-(6-c)«, p.îL_(c_a)S p.£_- a-6«; 
a c 

fa c 

(*) Voyez: 

1* Divers articles de M. Emile Lemoine. 

{N. A, 1886, p. 122; J. E., 1886, p. 193; A. F. congrès de Paris, 1889 
p. 203, 204, 217; A. F. congrès de Limoges, 1890, p. 12. 

2* Kœhler, Exercices de géométrie analytique^ t. I, p. 175. 

30 A. Boutin, Sur un groupe de quatre coniques remarquables^ J, E., 1890 
p. 106. 

C'est à Steiner que Ton doit, d'après les renseignements que nous trou- 
vons dans les lettres citées les premiers théorèmes relatifs aux éléments 
que nous avons appelés, dans Tarticle cité, points et droites de Feuerbach; 
notamment cette proposition (v. Kœhler, toc. cit,)y visée plus loin. 

Les droites de Feuerbach relatives à un triangle ABC touchent Fdlipse 
maxima inscrite à ce iriangle. 
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F I p -^-. P— 6-' P-— 7-' 

où l'on a : 



^ ~ 2(R — ar)' p* "" 2(R -h 2ra)' 

p p» — 3r6' P« (p — o)« + 3ra8a' 

S et 8a représentant respectivement 4R + r et 4R — r^ qu*on retrouve 
si souvent dans la géométrie du triangle. 

Daus Touvrage de Kœhler, les coordonnées des points de 
Feuerbach sont exprimées en fonction des lignes trigonomé- 
triques des demi-angles du triangle; peut-être, les formules 
que nous avons indiquées sont-elles plus simples que celles 
qui ont été données par M. Lemoine ou par M. Kœhler. Cela 
tient au triangle de référence que nous avons adopté. 

M. Boutin, dans sa lettre, nous communique le théorème 
suivant. 

Les droites FF^, FF],, FFe coupent respectivement les cotés du triangle de 
référence aux pieds dus bissectrices intérieures. Les droites FoFj,, F^F^ F^Fc pas- 
sent) respectivement^ par les pieds des bissectrices extérieures. Il en résulte que 
Vaxe d^homologie des triangles ABC, FaF^Fc est la droite qui joint les pieds 
des bissectrices extérieures. 

Si A'B'C sont les miUeux des côtés de ABC, les droites de Feuerbach se 
coupent : 

(Q, Qa) (Q, Qb) (Q, Qc) «w^ fc« bissectrices extérieures de A'B'C; (Qa, Q5) 
(Qai Qc) (Qb» Qe) ^^ ^ bissectrices intérieures de A'B'C. // en résulte que le 
triangle des droites de Feuerbach QaQbQci ^^ A'B'C sont homologiques, le centre 
d^homologie étant le centre du cercle inscrit dans ce dernier triangle. 

Le triangle A'B'C et les triangles des droites: (Q, Qa, Qb) (Q, Qa» Qc) (Q» Qbf Qe) 
sont également homologiques ; les centres dhomologie étant respectivement les 
centres des cercles ex-inscrits à A'B'C 

Enfin, M. Lemoine, de son côté, joint à sa lettre une ques- 
tion relative au même sujet et qui est proposée plus loin 
(p. 143). 
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BIBLIOGRAPHIE 



Pantohiblion, Rerue bibliographique internationale des sciences poly- 
techniques, 12 liyraisons par an. Rédacteur : A. Eergha, Ingénieur, 64, 
Fontanka, Saint-Pétersbourg. Prix d*abonnement (*) : un an : Russie, 
25 fr. ; union postale, 30 fr. . 

Le but du Pantobiblûm est de donner aux techniciens de toutes les 
spécialités, et en général aux personnes intéressées aux sciences exactes, 
le moyen de suivre plus facilement les actualités de la littérature scienti- 
fique du jour, et d*ôtre toujours au niveau du mouvement littéraire con- 
temporain. 

Pour atteindre ce but, le programme du Pantohiblion contient : 

I. Un bulletin bibliographique de toutes les branches de la polytecbnie 
et des sciences exactes qui s'y rattachent, contenant le Catalogue de 
tous les livres nouveaux qui paraissent en toutes les principales langues 
modernes. 

II. Une série d'articles critiques sur les principales œuvres scientifiques, 
rédigés dans la môme langue que le livre en question. 

III. Une revue des sommaires de tous les principaux journaux relatifs 
aux sciences polytechniques. 

IV. Une revue critique des principaux articles des journaux scienti- 
fiques. 

y. Les faits divers de la polytechnie. 

Compositions données depuis 4S7% aux examens de ^ainUCyr. Algèbre et 
Géométrie (Énoncés et Solutions) par A. GRévT, agrégé des sciences 
mathématiques, professeur au lycée de Bar-le-Duc. — Ie-8», avec 30 
figures, 1891. Prix : 2 fr. 50 c. Gauthier- Villars. 

Les questions traitées dans ce recueil ont toutes été proposées aux 
difiérents concours de l'Ecole spéciale militaire ; on a choisi les solutions 
les plus simples, et la méthode qui se présente naturellement à Tesprit 
a été adoptée de préférence à certains procédés parfois plus élégants, 
mais auxquels des élèves peu exercés ne sauraient avoir recours sans 
inconvénient. 

Les discussions ont été faites complètement et présentées d'une ma • 
nière uniforme, afin de mettre Télève en possession d'une méthode 
sûre pour résoudre ces questions ; quand cela a été possible, on a indiqué 
à côté de la solution algébrique une solution géométrique. 

Ce recueil, destiné aux candidats à Saint-Gyr, pourra également être 
utile à consulter par les candidats à TËcole Navale et au Baccalauréat es 
sciences. 

(*) On s'abonne à Paris, chez H. Welter, rue Bonaparte, 59. 
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SUR LÀ QUESTION 323 (*) 



La solution est exacte au fond ; mais la rédaction manque un 
peu de clarté ; on peut la remplacer par la suivante, plus explicite. 

Soit A^BiGi l'une des projections de ABC, et soient a, b, c, les 
pieds des perpendiculaires abaissées de A^, Bj, Cj, sur la trace 
fixe; les droites A^a, B^b, G4C, sont également perpendiculaires 
sur la trace, et Von a 

A^a = Aa cos a, B^b = Bb cas a, CjC = Ce cos a, 
a désignant Vangle des plans ABC, A^BiGi. 

Si donc AaBjCa est le rabattement du triangle A^BiGi sur le 
plan ABG, les points A,, B„ Cj divisent les droites Aa, B6, Ce 
en parties proportionnelles.- Si le poiut A, est supposé se 
mouvoir uniformément sur Aa, les points Bj, C^ se déplacent 
uniformément sur B6, Gc. Nous sommes ainsi ramenés à la 
question 314, p. 256. 

QUESTION 338 

Solution par M. B. Sollertinsry, à Gatschina. 



Soient A', B', G' les projections des sommets du triangle ABC 
sur une droite quelconque D de son plan. On sait que les perpendi- 
culaires abaissées de A' sur BG, de B' sur GA, de D' sur AB con- 
courent en un même point D. Démontrer qus les droites deSimson, 
des points de rencontre de D avec la circonférence ABG, passent par 
D. Déduire de là le point de contact d'une droite de Sinuon avec 
son enveloppe. (J. Neuberg.) 

1® Menons la droite rf^, parallèle à D, par le point A^ oii la 
droite AA' rencontre la circonférence ABG. 

(•) Voyez la solution à laquelle il est fait allusion {Journal 1890, p. 260). 

M. Sollerlinskj avait lui-même appelé notre attention sur la rédaction 
de cette question, rédaction qu'il nous avait adressée et qui, après nou- 
velle lecture, lui avait paru, avec raison, insuffisante. Les explications 
qui suivent nous ont été communiquées par M. J. Neuberg, Tauteur de la 
question 323. G. L. 
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Soient A^, Bj, G^, les projections de A, B, C sur D^ et D^ la 

projection de A^ sur BG. Les 
droites G^Di, B^Di sont évidem- 
ment perpendiculaires à AB et 
àGA. 

Menons D^D égale et paral- 
lèle à AiA' : les droites DA', 
DB', DG' sont respectivement 
parallèles aux droites DiAj, 
DiBi, DiCi; et, par suite, per- 
pendiculaires aux côtés de A6G. 
Donc : 

Les perpendiculaires abaissées de A', B', G' sur BG, GA, AB 
concourent en un même point D, dont le lieu est la droite DJ) 
perpendiculaire à d. 

2® Soient M un des points de rencontre de d avec la circonfé- 
rence ABG, P et Q les projections de M sur BG et AB, jx la 
projection de A^ sur MP. 

Les trianglesDPDj, A'(jLAiSontégaux;etrona: DPDi=AVAt. 
Mais dans la circonférence MjxA'Ai 

Donc CÎd; = AmTi. 

Les angles QMA' et BMA^ ayant même supplément BAA^, il 
s'ensuit que : 

A^MAi = QMB. 
Et comme, dans la circonférence MQBP, on a : OmB*= QPB, on 
trouve enfin : 

Cpd;=Opb; 

ce qui montre que la droite de Simson PQ coïncide avec la 
droite PD; 

3® Si les points d'intersection de la droite d avec la circon- 
férence se rapprochent, les droites de Simson correspondantes 
tendent aussi à se confondre. Donc : 

Le point de contact d*une droite de Simson j relative au point M, 
avec son envebppe, est le point D correspondant à la droite D, 
tangente à la circonférence ABG au point M. 
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QUESTION 363 

Solution par M. B. Sollbrtinsky, à Gatschina. 



Si. à un quadrilatère inscriptible Q, on inscrit une infinité 
de quadrilatères P dont le périmètre soit minimum, ce minimum 
commun est une quatrièine proportionnelle au rayon et aux dia- 
gonales de Q. (Catalan.) 

Soient : K un point arbitrairement choisi sur le côté AB 
d'un quadrilatère inscriptible ABGD; Kj, K, les symétriques 
de K, par rapport aux 
côtés BG, AD ; K» le 
symétrique de Kj, par 
rapport à CD. 

Si la droite KiK,ren- 
contre BC, CD respec- 
tivement en L, M; et si 
KjM coupe AD en N, 
le quadrilatère KLMN 
satisfait à la condition 
nécessaire pour que son 
périmètre soit mini- u^ 
mum; parce que ses < 
côtés consécutifs, en 
se rencontrant sur un 
côté de ABCD, sont 
également inclinés 
sur ce côté. 

La valeur K^Kj du périmètre de KLMN est d'ailleurs 
indépendante de la position du point K, 

En effet, puisque on a 

DK= DK, = DK,. KK^Kj = D = -rc - B. 
Dans le triangle isoscèle KDK„ l'angle au sommet étant 
égal à 2B, est semblable au triangle KBK^. Ainsi, les triangles 
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E^KK,, 6KD sont semblables, et Ton a 

K,K, K.K ■ AC 

•BD-=Br = '"''^ = -R' 
R désignant le rayon du cercle ABCD. 

Remarque. — Si un côté de KLMN, est inscrit dans V angle opposé 
par le sommet de celui de ABCD, il doit être compté^ dans le péri- 
mètre, comme négatif. 

En effet, 
K;k; = k;M' + M'Kg = (K'L' 4- L'M') -+- (K'N' + M'N'). 



QUESTION 364 

Solution par M. Philastre. 



On donne un cercle A, une corde fixe AB et une corde variable 
CD, de longueur constante. On trace AG, BD qui se coupent en S, 
puis AD, BU qui se coupent en T. Trouver le lieu décrit par le 
point dUntersection de la droite ST avec la perpendiculaire élevée 
au milieu de CD, quand la corde CD se déplace. (M. Fouché.) 

La corde mobile CD, prolongée, coupe la' corde AB en un 

certain point P, pôle 
de la droite TS. 

Par suite, le pôle 
de la corde DG se 
trouve sur TS; et 
comme il doit aussi 
se trouver sur le pro- 
longement du rayon 
perpendiculaire sur 
la corde DG, c'est le 
point M du lieu cher- 
ché. 

MD est donc tan- 
gente au point D; le 
triangle ODM est 
rectangle en D ; son angle DOM est constant; donc ce triangle 
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est invariable. L'hypoténuse OM est constante; et le lieu 
cherché est un cercle concentrique au cercle donné et dont le 
rayon est facile à construire. 

Nota, — Autre solution par M. B. SoUertinsky. 

Celui-ci observe que le lieu cherché est indépendant de la 
position, sur A, des points A, B. 

Si Ton suppose que A, B soient fixes, ST va passer par un 
point fixe, pôle de AB. 



QUESTION 366 

Solation par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



Entre trois droites concourantes SX, SY, SZ sont inscrits deux 
triangles ABC, LMN. Dans les circonférences circonscrites à SBC, 
SGA, SAB, on trace les cordes SP, SQ, SR, respectivement 
parallèles à MN, NL, LM. Démontrer que les triangles PQII, LMN 
sont symétriquement sem- 
blables, (Bernés.) ^ ^ ^ 

Soient 0, 0', 0" les centres 
des circonférences SBC, 
SGA, SAB. Les droites O'O', 
O^O, 00' étant respective- 
ment perpendiculaires sur 
SL, SM, SN, les triangles 
OO'O", LMN sont ortholo- 
giques. Par conséquent, les 
perpendiculaires des som- 
mets de OO'O', sur les côtés 
correspondants de LMN, ou 
sur leurs parallèles SP, SQ, SR, concourent en un même 
point 0) centre de la circonférence PSRQ, 

De là résulte que les triangles PQR, LMNsonléqui-angles; 
d'ailleurs, ils sont orientés inversement. 
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QUESTION 368 

Solution par M. H. Youssoufian, professeur à TÉcole 

Milkié (Gonstantinople). 



Tout nombre de la forme {2p 4- i)*(2qf+ i)peut, de deux façons 
différentes j être considéré comme la différence de deux carrés. 

(G. Russo.) 

1» Posons A« — B« =: (zp -h i)'(2çr H- i ), 
ou 
(1) (A4-B)(A-B)s:(2p4- i)*(2g-+- i). 

On vérifie cette identité, en posant 

A 4- B s: (2p -h I )% A — B s: 2gf + I . 

De là, on tire pour A, B deux expressions qui donnent 

(2) (2p»4- 2p-h9+ l)» — (2p«-h2p — 7)*=:(2p+ l)'(2?-h l). 

2® On peut encore vérifier (i) en posant: 

A4-Bs:(2p+ 0(29+ i). A — B s (2p -h i). 

Les valeurs correspondants de A et de B, donnent: 
(3) [(2p-h i)(g-+-i)?-[<7(2p+i)p=:(2p-hj)«(2?-l- i). 
Les identités (2) et (3) répondent à la question posée. 
Remarque. — En posant, comme le fait, M. SoUertinsky dans 
s la solution qu'il nous a adressée, 

A + B = (2p 4- l)*)2Ç H- i), 

A - B = I ; 

on a une troisième solution; alors A. B sont deux nombres 
entiers consécutifs; mais cette solution évidente appartient 
à tous les nombres impairs, car 

(A4- !)«-A« = 2A4- I. 

M. SoUertinsky examine le cas général, celui ou Ton a 
N = (20 4- i)"(26 4- i)P . . . (2/ 4- i)\ 
et il observe que la décomposition est possible de 

- (a 4- i)(P + i) ... (X 4- I ) manières différentes^ 
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quand N n'est pas un carré parfait, et do 

- [(a -h I )(p + 1 ) ... (X 4- 1 ) — I ] manières différentes, 
quand N est un carré parfait. G. L. 

Nota. — M. Ignacio Beyens, capitaine du Génie, à Cadix, nous a envoyé 
une solution de la Question 368. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



394. — Soient F, F», Ft, Fc les quatre points de contact du 
cercle de Feuerbach avec le cercle inscrit et les cercles ex- 
inscrits à un triangle ABC; on sait que les tangentes au cercle 
de Feuerbach touchent Tellipse d'aire maxima inscrite au 
triangle; soient F', Fa, Ft, Fé les points de contact. Démon- 
trer les formules : 

pp.^ I (b - c){c - a)(a - b) ^ i jb- c)(c -a)(a-^b) 

2a*-\-b*-hc* — bc — ca--ab 2 p* — 3r8 
p, w___i (b — c){a -h c){a 4-6) _ i (6 — c)(a-hc)(g-4-6) 

"~" 2 0» + 6*-+-c*— 6c + ac-+-a6~ 2 ip — a)* -h 3raK 
où 8 = 4R -H r et Sa = 4R — /•«. 

(E. Lemoine.) 

395. — On donne un cercle, une droite qui ne le rencontre 
pas et une autre droite, et Ton considère le rapport de la lon- 
gueur de la tangente au cercle issue d'un point quelconque 
de la première droite avec la distance du même point à la 
seconde. Démontrer que ce rapport sera le plus petit possible 
lorsque le point se trouvera sur la polaire de l'intersection des 
deux droites par rapport au cercle. (A, Tissot.) 

396. — Si le triangle A^AjÂ,, de forme invariable, se meut 
dans son plan, de manière que les sommets A^ et A, parcourent 
deux figures inversement semblables, le troisième sommet A, 
décrit une figure de même ordre que les ligures F^ et F,, ou 
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bien une ligne droite qui passe par le point double des figures 
F^ et Fa (*). (G. Tarry.) 

397. — On donne une circonférence et Tun de ses diamètres 
àb. D'un point o, pris arbitrairement sur la circonférence 
donnée, comme centre, avec ob pour rayon, on décrit un arc 
de cercle. Cet arc coupe en c le diamètre ab et en d la circon- 
férence donnée. Démontrer que la droite cd est perpendicu- 
laire à la droite ao. (Mannkeim,) 

398. — D'un point M on mène à une parabole P des tan- 
gentes MA, MB qui coupent Taxe de celte parabole respecti- 
vement aux points A', B'. Démontrer que 

MA_MA/ 

MB~MF* 

{G. L.) 



ERRATA 
Page 109; 

1» Ligne 3 (en remontant], lire \ — A, au lieu de 3X — A; 
2« Ligne 5 (en remontant), lire X, au lieu du premier A ; 
3» Ligne 13 (en remontant), lire de l'autre au Heu de Taxe. 
40 Au lieu de Loreau, lisez Lormeau. 

Page 120; 
!• Ligne 9, renversez le rapport — ; 
2* Ligne 16, au lieu de ainsi, lisez mais. 

(*) La remarque faite {Journal 1888, p. 117), n'est qu'un castres particulier 
du théorème en question. . 

M. Schoute, dans son Mémoire sur les figures directement semblables àdouné 
un théorème analogue sur les figures de similitude constanfe. 

Si deux points d'une pareille figure décrivent deux courbes direclement sem- 
blableSf tous les points de la figure décrivent des courbes directement semblables. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



lUPRIHERlB CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BER&ÉRE, 20, PARIS. — 1HS6-5-91. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés, 

(Suite, voir page 121 •] 



EXEMPLES DE POINTS SYMÉTRIQUEMENT INVERSES, ET PREMIÈRES 

APPLICATIONS DE LA MÉTHODE 

7. — 1® Centres du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits I, 
la, Ib, le. I et la sont transformés l'un de l'autre; et, de même, 
Ift et le. Car l'isogonal de I est le point I lui-même et Tisocy- 
clique est !«, etc. On le voit aussi directement par la simili- 
tude de AIB, AGIa, qui donne AI.AIa = bc, 

2® Transformé du centre du cercle ABC. Ce transformé 
est le point A', symétrique de A relativement à BG. Gar a pour 
isogonal Torthocentre H, et celui-ci a pour isocyclique A'. 

3® Transformé de l'orthocentre H. C'est Tisocyelique L de 0, 
dont il a été déjà parlé à la fin du § lY. 

Gomme les angles de LBG sont égaux aux coordonnées 
angulaires de 0, 2 A, 2B, 2C, ce point L esta la rencontre des 
droites symétriques de BG, relativement à GA et BA. 

D'après (VI 1«) la droite A'L est parallèle à HO ; A' c/ L sont 
isogonaux. 

Si les perpendiculaires d AB en B, d AG en G rencontrent res- 
pectivement AG en E, AB en F, le point L est aussi la projection 
de A sur £F. Les points E, F sont en effet les transformés des 
pieds H,, H, des hauteurs issues de G et B et la droite ËF est 
la transformée de la circonféreoce décrite sur AH comme dia- 
mètre. Puisque cotte circonférence est orthogonale à AH, EF 
Test à la droite AO sur laquelle est L. 

Si T est la rencontre des tangentes en B, G à circonférence 
ABC, L est la projection de T sur AO ; car OT est le diamètre 
de la circonférence OBG. 

La droiteTL se confond ainsi avec EF et comme EF est anti^ 
parallèle à BG, Tqui est sur la symédiane est le milieu de EF. 

JOURMAL Dl MATH. ÉLÂM. — 1891. 7 
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4® Sommet de Brocard. La projection xi du centre sur la 
symédiane AT a pour transformé le symétrique A^ de A relati- 
vement au milieu D de BC. 

En effet, si d est le point où la symédiane rencontre la cir- 
conférence ABC, c'est-à-dire le transformé de D, comme xi 
est le milieu de Ad, on a 

Ai^.AAi — Ad. AD = bc. 

Cela résulte aussi (en vertu de VI, 2®) de ce que A'A^ est paral- 
lèle à BG ou perpendiculaire à AH ; par suite, LOxi est sem- 
blable à AA^A' ; et comme A' est le transformé de 0, A^ Test de trf. 

Les droites Â^B, A^G étant parallèles à AG, AB, il s'ensuit 
cette propriété connue de xi que ce point est à la rencontre de 
la circonférence qui passe par A , G tangentieUement à AB et de la 
circonférence qui passe par A, B tangentieUement à AC. Ges deux 
circonférences sont en effet les transformées de A^B, A^G. 

Les angles du triangle A,BG étant — A, — G, — B, il en 
résulte que les coordonnées angulaires de Xii sont A — (— A), 
B 4- G, G + B ou 2A, - A, - A. 

La cordé AG menée par A parallèlement à BG dans une 
circonférenceABG élanl égale à A'A^, circonférence AA' Ai passe 
par G, ce qui se transforme ainsi : la droite Ovi et la tangente 
en k à une circonférence ABG concourent sur BG. 

Inversement, la propriété : "K^ui passe 'par le milieu de la 
médiane AD ((m H^ est le pied de la hauteur AHj se transforme 
en cette autre : Si Ad' = 2Ad et que S soit le point diamétrale- 
ment opposé à A, dans la circonférence ABG, les trois points d'. S, 
Al sont sur une même circonférence avec A. 

Et ainsi, chaque propriété de l'un des points a sa corrélative 
dans l'autre. 

S'^ Projection (p de Torthocentre A sur la médiane AD. Ce 
point <p a pour transformé le point de concours T des tangentes en 
B, G à ta circonférence ABG. 

Gar la circonférence HBG ayant HAi pour diamètre passe 
par «p ; l'isocyclique de ç est donc Ai; et, comme il est visible 
que Al et T sont isogonaux, T est le transformé de (p. 

De là les propriétés suivantes ; 

f et xi sont isogonaux et la droite xif est parallèle à TAi. 

Le point 9 est la rencontre des circonférences tangentes à BC et 
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passant tune par A et G, Vautre par A et B. Ces circonférences 
sont en effet les transformées de BT, GT. 

Les coordonnées angulaires de <p sont — A, — G, — B ; car les 
angles de TBG sont 2 A, — A, — A. 

Le pied D de la médiane est équidistant de <f et du point A où la 
médiane rencontre la circonférence ABC. Gela résulte de ce que 
si S est le pied de la symédiane, Ad est divisé harmoniquemeut 
par S et T. Il suit de là que <f et d sont symétriques relativement 
àBG. 

Les distances 9B, 9G sont proportionnelles à c et h. Gette 
propriété résulte de Tégalité TG = TB . Ou encore de ce que 
le cercle d'Apollonius relatif à Tangle A a pour transformé la 
perpendiculains au milieu de BG, droite passant par T. 

Nous ferons plus loin Tapplication de la méthode aux points 
de Brocard, au centre de gravité, au point de Lemoine, aux 
centres isodynamiques et isogones et à leurs transformés. 

Mais il convient d'interrompre ces propriétés de détail pour 
passer à des applications plus générales. 

SUITE DES APPLICATIONS DE LA MÉTHODE 

8. — Si Ton considère une droite qui rencontre en E, F, les 
côtés AG, AB ; pour construire la circonférence qui en est la 
transformée, il suffit de mener, par G, B, des parallèles à B£, 
GF qui rencontrent AB, AG en 6, fnCes points sont les transfor- 
més de E, Fetla circonférence Ae/ est la transformée de EF. 

El, par une construction inverse, on peut, de la circonférence 
Ae/*, déduire sa transformée EF, 

De là cette construction générale du point m, transformé 
de M: 

On fait passer par A e< M deux circonférences quelconques, 
on construit leurs transformées^ comme il vient d'être dit, le point 
m est à leur rencontre. 

Mais on abrège en adoptant dans cette construction lescir- 
contérences ABM, AGM. Si elles coupent AG» AB en E, F, le 
point m est à la rencontre des parallèles à BE, GF menées par 
G 6/ B. — Ou bien encore si les parallèles menées par G à BM 
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et par B à CM rencontrent AB en e, AG en f , le point m est à la 
rencontre des circonférences AGe, ABf. 
Geci conduit aux théorèmes généraux qui suivent . 

Théorème 1. — Si Von joint deux points fixes B, G à un 
point variable M d'une courbe G quelconque et que les parallèles 
à BM, GM menées par GetH rencontrent deux droites fixes BA, 
GA en Qy i^ le lieu de la rencontre m des circonférences AGe, ABf 
est une courbe symétriquement inverse de G relalivement à A. 
(AB X AG étant la puissance d'inversion.) 

Théorème 2. — Si m est un point variable d'une courbe g ; 
si A, B, G sont trois points fixes, et que les circonférences ABm, 
AGm rencontrent AG, AB en e, f, le lieu de la rencontre M des 
parallèles menées par G àBe et par B à G{ est une courbe symétri- 
quement inverse de g, relativement à A. 

Ges deux théorèmes sont les deux faces d'une même pro- 
priété. Les deux suivants s'en déduisent. 

Théorème 3. — Si N est un point variable d'une courbe G 
et si E, F 5071/ Les points où la circonférence ABN et la circonfé- 
rence kGli rencontrent LG, AB, le lieu de la rencontre m des droites 
BE, GF est une courbe égale a Vtnverse symétrique de G. 

En effet, les parallèles menées, par G à BE, par B à GF, se 
coupent en un point M qui, d'après le théorème 2, décrit l'in- 
verse symétrique de G. Or N et M sont symétriques l'un de 
l'autre relativement à BG ; donc le lieu de N est une courbe 
égale à la courbe décrite par M. 

Théorèmie 4. — S* N est un point vaîiable d'une courbe G, 
et e, f, les points ou CN, BN rencontrent AB, AG, le lieu de la 
rencontre M des circonférences AGe, kBîest une courbe symétri- 
quement inverse, relativement à A, d'une courbe égale à G. 

Gar si les parallèles menées par B à Ce, par G à B/* se ren- 
contrent en m, le lieu de M est l'inverse symétrique du lieu 
de m, d'après le théorème 1. Or m et N sont symétriques l'un 
de l'autre relativement au milieu de BG. Donc le lieu de m 

est une courbe égale à G. 

(A suivre.) 
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COORDONNÉES QUADRIPOLAIRES 

par M. li. Bénézeeb. 

(Suite et fin, voir p. 127.) 



= X3 — X4 (X3 — xi ) = o, 



18. — Equation d'un plan mené par un point (X3, X^) per- 
pendiculairement à Tarête A.A^. 

Équation Iripolaire d'une droite menée par un point (X3, Xl), 
perpendiculairement au côté AjA4 du triangle de référence 

L'équation cherchée a la formé; 

«3^3 H- «4^4 -h K = o, 

avec a, + a^ = o. 

D'ailleurs, ol^k'^ -h ol^^ -h K = o ; 

d'où l'équation demandée : 

X3 X3 I 

xî ■>■? i 

I I o 

résultats évidents a priori, 

19. — Puissance p d'un point P(xl, X2, Xj, X4), par rapport 
à une sphère G' dont on connaît l'équation en coordonnées 
quadripolaires. 

L'équation de la sphère peut s'écrire ainsi : 

D'ailleurs, en appelant d la distance PO, on a 

SxiX? - SaiCl? - V# = o, 
ou bien 

SaiX? - SaiCAÎ - V(d« - p«) - Vp« = o; 

d'oh Ton tire 

P - V - y ; 

La puissance d'un point, par rapport à une sphère dont on 

connaît l'équation en coordonnées quadripolaires, s'obtient 

1 
donc en multipliant par — ce que devient le premier membre 
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de cette équation lorsqu'on y remplace les coordonnées cou- 
rantes par les coordonnées du point donné. 

(Il est bien entendu que si a^ , a, ... représenlent des 
quantités proportionnelles aux coordonnées barycentriques du 
centre de la sphère, V représente la somme de ces coefficients 
(V = Sa,). 

Application. — Condition pour que la sphère SaiXi 4- K = o 
coupe orthogonalement la sphère circonscrite au tétraèdre de 
référence. 

Ecrivons que la puissance du centre de celle-ci, par rapport 
à la première, est égale à R', il vient 

la, 

d*où le résultat connu K = o. 

20. — Condition pour que les deux sphères SaJXi + K'= o, 
2ai'XÎ + K" = o se coupent orlhogonalement. 

p', p"; d désignant les rayons de ces sphères et la distance 
de leurs centres, on a 

„ — K'V — Saîa2tfi2 », — K^'V — 2;aïa2di2 
P ^ V^ » P' = yï ' 

_ ^ Zd^2{cLl — ai)(a2 — a2) 

La condition cherchée est donc 

2rfi2(ai — a2)(a2 — a2) = Jla[oLld^2 4- ÎIaia2di2 + V(K' 4- K*) 
ou bien Sdi2(aîa2 4- agai') 4- V(K' 4- K') = o. 

On déduit aisément de ce résultat la condition pour que les 
deux plans SaJXÎ 4- K' = o, SaiXf 4- K" = o soient perpen- 
diculaires. On trouve 

Sdi2(aia2 H- a2ai) = G, 

Par la même méthode, on trouve sans peine les résultats 
correspondants de la géométrie du triangle. 

21. — Equation d'une sphère coupant orthogonalement la 
sphère circonscrite au tétraèdre de référence et passant par 

les points (x;, xj, x^, xj), (x;;, x;, x^', xï), (x;, x;, x;, xj). 

Elle est de la forme 

«iXÎ 4- a2X2 4- OLzk% 4- aiXl = o. 
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De plus, on a 

aiXj H- a2X2 4- asXa H- OL{ki .= o, 



151 



aiXÏ' 



H- «2^2 

^•^ - ■'2 

otiA| -H a2A2 



"2 



«3^3 + *4^4 = O, 



•2 



d'où, en éliminant a^ 



Xi 
Xi 



• a3X? 4- aiXi* = o; 
. , réquation cherchée : 

■\'2 ^"2 -^"2 

^1 ^1 ^1 



4 

•i"2 
Â2 

■i"2 



X? 



^•»2 
^4 



= O. 



^3 

/4 A4 

Applications. — 1® Equation de la sphère coupant ortho- 
gonalement la sphère circonscrite au tétraèdre de référence 
et passant par les sommets A„ A,, A4 : 

Al «21 ^31 «42 



2 



xi 



o 

^23 

du 



dn 
o 

du 



dk2 

o 



= o. 



Lorsque le tétraèdre de référence est régulier, les points de 
la sphère considérée vérifient la relation 

2Xif = Xi H- xi + \l 

2<* Equation du cercle orlhogonal au cercle circonscrit au 
triangle de référence, passantpar le sommet A etle point (X^fx^Vo): 



= X\c^l - U^^) -h fx^ftîX? - vVX? = 0. 



x« 







!*» 


c» 


(4 


V» 


6* 


vi 



SUR LA. PERSPECTIVE D'UNE FIGURE PLANE 



Par M. €• A« liaisant* 



1. — Soit ABC un triangle, projeté, en perspective, suivant 
A'B'(7, sur un nouveau plan, par des droites issues d'un 
point fixe 0. Un point M du plan ABC étant projeté en M', et 
les coordonnées barycenlriques de M étant a, p, y par rapport 
au triangle de référence ABC; nous nous proposons de déter- 
miner les coordonnées barycentriques a', p', y', de M', par rap- 
port à A'B'C 
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Si nous posons, comme on peut toujours le faire, 

nous ayons : 

OM =r aOA -+- pOB -h yOC. 

OM' = a'OA' -f- p'OV -4- /OC. 

ÉcriTons, en outre : 

Ok\ PB _ OC^ OM^ _^ 

OA ■"''• ÔB ~ '• OU ~ "■• ÔK ~ 
Alors 

X(aOA + pOB -+. yOC) = apOA 4- p'gOB -♦- y'^G. 
De là, nous tirons 

aX = a>, pX = p>, YX = /r. (A) 

Ainsi, a', 6', y' sont proportionnelles à — > — » —» c'est-à-dire 

p q r 

que ces trois dernières quantités sont les coordonnées bary- 

centriques homogènes cherchées. 

OM' 
Incidemment, nous voyons que le rapportX,ou , cstégal à 

ap-hP'q -h rV =- ^^ 

L'équation de Tintersection des deux plans ABC, A'B'C est, 
dans le plan ABC : 

a B Y 

--h--h- = a4-B-|-Y, 
p q r 

et celle de la même intersection, dans le plan A'B'C : 

a'p 4- fq -+- yV = a' -+- p' + y', 
ou ol(p — i) ■+■ P\q — i) H- y'(^ — ï) = o. 

L'équation homogène d'une ligne quelconque étant 

/"(a, P, r) = o> 
dans le plan ABC, l'équation de la perspective de cette ligne, 

sur le plan A'B'C, sera 

/*(*?» ^% yr) = o. 
Si l'on détermine le nouveau plan A'B'C en prenant, pour 
p, q, r, des quantités proportionnelles aux coordonnées a, p, y 
du point M, le point M' sera le barycentre du triangle A'B'C 
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2. — Gomme unique application, nous nous proposons le 
problème suivant : 

Étant donnés le point et A, B, G, M, couper le trièdre OABC 
par un plan passant par M, de telle sorte que dans la section 
A'B'G' faite par ce plan^ M soit le barycentre de A'B'G'. 

Puisque M est à lui-même sa propre perspective, on a 

X = I. 
Les formules (A) , dans lesquelles on doit supposer a' = p' = y' 

= -, donnent 

p = 3a, 7 = 3p, r = 3y. 

Si, maintenant, on veut prendre, a, p, y comme coordonnées 

homogènes quelconques, en ne supposant plus a -h p -+- y = ï » 

on aura 

3a 3p 3y 

^ a-f-6-hY a-hp+Y « + P-^-Y 

Telles sont les valeurs de 

OA^ OB^ OG^ 

OA ' OB ' OG 
qui déterminent le plan A'B'G'. 



SUR LA METHODE DE TRANSFORMATION 

DE M. SCHOUTE 
Par M. Emile Vlgrarié. 

{Suite, voir p. 101.) 



Applications. — Jusqu'ici quatre couples de points jumeaux 
ont surtout été étudiés, l^Les centres isogones V„ W, qu'une 
Note récente (/. S. 1889) de M. Boutin, résumant et complé- 
tant les travaux antérieurs, a fait connaître aux lecteurs du 
Journal de Mathématiques spéciales. 2® et 3® Les deux groupes 
û, p et Û', p' formés, chacun, par un des points de Brocard Û, 
û' et par Tun des points isobariques p, p' du point de Steiner. 
Les propriétés des points pet p' ont été indiquées par M. Neu- 

JOURNAL DR MATH. isJoi. ^ 1891. 7. 
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berg dans ilfa/Aem (1886, p. 5) et dans une note sur le point 
de Steiner parue ici-même (/. S., 1886). 4° M. Fuhrmann a 
enfin donné (Mathesù, 1890, p. lOS) plusieurs propositions se 
rapportant au centre du cercle inscrit et à son jumeau. 

7. — Au moyen des formules précédentes de transforma- 
tion, on obtient sans peine tous les résultats trouvés géomé- 
triquement par M. Schoute. 
. A la droite Ix -h my -h nz = o, 

correspond la quintique 

(9) £te{4Sy co3 B - K) (48^ cos G - K) = o, 
ou 

(10) i6xyzS^j:imBmG-^SKJ:ix{ymB-hzm C)+'K^llx=o. 
Ces deux formes mettent en évidence les six points doubles 

communs à toutes ces quintiques. 

On voit immédiatement que chacun des trois termes du pre- 
mier membre de Téquation (10) s'annule deux fois pour 
chacune des quatre hypothèses : 

y = z = o, X =: z = Oy X = y = Oy S = K = o, 
ce qui démontre que les sommets A, B, G, du triangle et les 
points circulaires à Tinfini <o et o)' communs aux courbes qui 
correspondent aux équations S = o, K = o, sont des points 
doubles de la courbe. 

Remarquons que les circonférences correspondant aux 
équations 

(11) 4Saîco8A— K=o, 4SJC0SB— K=o, 4S«cosG— K=o, 
dont les paramètres satisfont à la relation (7), oh 

1 1 1 

i = 7-» m = =-» n= 

2 cos A 2 cos B 2 cos G 

se coupent à Torthocentre {x cos A = y cos B = ^ cos G) du 
triangle ABC. Donc la substitution des coordonnées de ce 
point, dans Téquation (9), annule deux facteurs dans chacun 
des trois termes du premier membre, ce qui montre que 
l'orthocentre H est le sixième point double commun. Ainsi, 
A, B, G, H,a> et (I)' sont les six points fondamentaux de la trans- 
formation de M. Schoute. 
On reconnaît immédiatement que les cercles (li) correa- 
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pondent aux sommets A, B, C du triangle. En effet, l'hypo- 
thèse l = o transforme l'équation (9) en la suivante : 

(480? cos A— K)[my (48^003 G— K)4-nj2(4Sy cosB — K)] = o, 
celle-ci prouve que le cercle 480; cos A — K = fait partie de 

la qui n tique, quelle que soit la valeur du rapport — . De la 

même manière, on trouve K = o pour la courbe qui correspond 
à l'orthocentre; c'est-à-dire que le cercle circonscrit tout entier 
correspond au seul point H. 

Lorsque la droite passe par l'un des points fondamentaux, 
la quintique correspondante devient une courbe du troisième 
degré qui passe deux fois par le point fondamental situé sur 
la droite et une seule fois par les autres points fondamentaux. 
Quand la droite passe par deux points fondamentaux, elle est 
sa propre transformée. Donc : 

Dans la transformation de M, Schoute, les six côtés du qua- 
drangle complet ABGH se correspondent à euaymém^s, et chaque 
sommet a pour transformé la circonférence qui passe par les trois 
autres sommets. 

8i le point {x\ y\ z') est à l'infini, on a S'= o et les formules 
(8) donnent 

^ __y _ ^ 

Ainsi, les points de la droite de Fin fini se correspondent à eux- 
mêmes. 

8. — Nous énoncerons maintenant quelques propositions 
qui se déduisent facilement des résultats précédents et sur 
lesquelles nous n'insisterons pas davantage. On en trouvera, 
d'ailleurs, d'éléganles démonstrations géométriques dans le 
travail de M. Schoute, que nous avons déjà signalé. 

1** La correspondante d'une conique est une courbe du diocièm^ 
degré. Elle devient une conique, si la courbe primitive passe 
par quatre points fondamentaux. Si la conique est une hyper- 
bole équilatère, elle coïncide avec sa transformée; autrement 
dit : Les hyperboles équilatères circonscrites à 'ABC sont des 
courbes anallagmatiques dans la transformation par points ju- 
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meaux. Au moyen de Téquatioit (6) on vérifiera que la droite 
qui joint deux points correspondants passe par le centre de la 
courbe. Donc, d'après une propriété connue, la circonférence 
des neuf points est le lieu des milieux des droites qui joignent 
deux points jumeaux. 

2® Les cercles décrits sur les côtés du quadrangle complet ABGH 
comme diamètres se correspondent à eux-mêmes. Il en est de 
même des pieds HaH^^Hc des hauteurs du triangle ABC. 

3° La transformation ne change pas quand, au lieu de ABC, 
on prend pour triangle de référence un des trois triangles 
BHG, CHB, BHA. 

4® La courbe correspondante d'une courbe du troisième degré 
est une courbe du quinzième degré. Si la courbe primitive passe 
par les six points fondamentaux, sa transformée est du troi- 
sième ordre. Le faisceau F de courbes de troisième ordre pas- 
sant parles six points fondamentaux et par les pieds HaHb^Hc 
des hauteurs est anallagmatique, 

9. — Chaque droite du plan contient deux couples de points 
jumeaux, car elle coupe la quintique qui lui correspond, en 
dehors de la droite de l'infini, en quatre points. 

Cherchons le lieu des points jumeaux situés sur une droite 
passant par un point M {x^, yj, z^) quand elle tourne autour de 
ce point. 
D'après ce qui précède, si 

Ix -i-my + nz = o 
est réquation de la droite, on obtient le lieu cherché en 
éliminant /, m, n entre les trois équations : 

Ix H- 7ny -H ns = G, 
/a?i + myi h- nz^ = o, 
Iilx(^Sy cos B — K)(4Sj5 cos C — K) = o. 
On trouve ainsi 

Jlyzx^{ASx cos A — K)(y cos B — z cos C) = o; 
c*est réquation d'une quintique. 

En adoptant là terminologie proposée dans ce Journal (18811, 
p. 26S) par M. Boutin, nous dirons que cette courbe est la quin- 
tique des jumeau<x) relative au point M {x^yy^z^). Les points A, B, 
C, H sont des points doubles de la courbe ; elle passe une 
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seule fois par Ha, Hb, Hc, w, co'; elle touche la droite de l'infini 
en o) et o)' (*). 

En particulier, quand le point M se trouve sur la circonfé- 
rence des neuf points de ABC, la quintique se compose d'une 
hyperbole équilatère passant par A, B, G, H, M et d'une courbe 
du troisième ordre passant par les six points fondamentaux 
et par les pieds des hauteurs de ABC. Cette courbe du troi- 
sième ordre fait partie du faisceau F que nous avons rencontré 
ci-dessus : elle se correspond à elle-même. 

Les droites qui passent par les points qui se correspondent 
sur une courbe F, passent par un même point, le sixième point 
d'intersection de la courbe avec la circonférence des neuf 
points. 

En particulier, la quintique des jumeaux, relative à un point 
M, milieu d'un des côtés du quadrangle complet ABGH, se 
décompose en trois parties ; une hyperbole équilatère, une 
circonférence et une droite. (A suivre.) 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Angr* Bontin. 

(Suite.) 



163. — Dans tout triangle, le diamètre de Brocard, KO, contient 
le point complémentaire du centre du cercle inscrit au triangle 
orthocentrique. 

Les coordonnées barycentriques de ce point (a', p', y) sont, en prenant 
le triangle orthocentrique pour triangle de référence : 

«' ^ r ^ ï' 

sin 2B + sin 2G sin 2A 4- sin 2G sin 2A + sin 2B 
Si a, 3, Y sont les coordonnées barycentriques du môme point par rap- 
port à ABC, un changement de coordonnées donne 

{*) Nous ferons remarquer en passant, pour compléter la Note bibliographi- 
que sur les cubiqites (J. S. 1890, pp. 63-66), que M. Schoute a étudié {loc. 
cit. p. 157) les cubiques des inverses relatives k un point et qu'il en a fait 
connaître plusieurs propriétés retrouvées par M. Boutin. M. Schoute a 
également indiqué les courbes du qu^atrième, du cinquième et du sixième 
ordre, qui se transforment en elles -mêmes dans la transformation par 
points inverses. 
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a sin 2 A H- sin 2B ^ sin 2A + sin 2G ^ 

- : cos B H T cos G, . . . 

a c b 

- : ig A tg B tg C . sin A — cos A, . . . 

et 

Avec les valeurs de a, ^, y on vérifie facilement le théorème énoncé. 

164. — Dans un triangle quelconque^ on a : 

4s = ^a» cotg A. 

En effet : 

4S = 8R« sin A sin B sin G 

= 2R* (sin 2A + sin 2B + sin 2C) 

= 4R* (sin A cos A + sin B cos B + sin G cos C), 

= 4R* (sin* A cotg A -t- sin* B cotg B + sin* G cotg C), 

= a' cotg A -+- 6* cotg B H- c* cotg G. 

165. — La distance de Vorthocentre H au point de Lemoine 
K C6 étant r angle de Brocard)^ est donnée par la formule : 

KH^ = — —: (siii* 6 — 4 cos A. cos B cos G cos 26) 

cos*ô ^ ^ ^ 

166. — Si X, y, z, désignent les distances des sommets d'un 
triangle^ à un point quelconque de la circonférence inscrite, on a 

ax' 4- by* + cz'* = - Sr. 

2 

D'une manière générale, si Bat 6b, 8c sont les distances d'un point quel- 
conque aux trois sommets du triangle de référence; le lieu des points 
tels que 

IbI + |x5| + v8? = K 
est une circonférence. 

Le centre est le point de coordonnées barycenlriques a, p, y, telles 
que 

- = &=!; 

X (X V 
son rayon p est donné par la formule 

^ _ K(X -t- |ji H- y) ~ aVv — b^ly — c^I\l 

P "" (X-t-iJL + v)* 

Ges égalités résultent facilement de considérations générales sur les 
coordonnées tripolaires; elles donnent lieu à des applications nom- 
breuses : 

Le point pour lequel a^Bl + 6^85 + c^B^ est minimum est le point de 
Lemoine ; la valeur du minimum est : 

K = 3Ra&c tg 6. 

167. — Détermine!' le point du plan du triangle tel que, x, y, 
z étant ses coordonnées noî^males, ax* ■+■ hy^ h- cz^ soit minimum. 
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Ce point est le centre du cercle inscrit (propriété bien connue), en 
voici une démonstration très élémentaire : 
On a ridentité : 

2p 2p 

H- — (a? - J8 « + — (1/ - z)\ 

2p 2p 

Le premier terme étant constant, le minimum aura lieu quand les 
trois autres s'annuleront ; ce qui a lieu pour 

a? = 2/ = s. 

168. — Trouver le point du plan du triangle tel que 

aX« 4- 6Y« 4- cZ* 
soit minimum, X; Y, Z étant les distances aux sommets. 

Diaprés les formules rappelées au n' 166, le point cherché est le centre 
du cercle inscrit. On peut y parvenir autrement : 

Soient a;, y, z les coordonnées normales du point cherché. 

On a X^ sin* A = y* H- a* + 2ys cos A ; 

et la fonction dont on cherche le minimum est : 



I 



- {y^ 4- »■ + 2yz cos A). 
a 



Les équations du minimum sont : 

{b + c)x + hy cos C + c« cos B 
= ax cos G H- (a + c)î/ 4- cz cos A 
= ax cos B-hby cos A H- (a 4- b)z. 
Si Ton résout ce système, on trouve, après calcul, 

x = y = z. 

Le centre du cercle inscrit jouit donc de cette propriété curieuse 

d'être le point qui correspond au minimum de la même fonction 

ax^ 4- &î/* H- ca* des distances aux côtés et des distances aux sommets 

du triangle de référence. (A suivre,) ' 



ECOLE SPÉCIALE MILITAIRE 

(Concours de 1891.) 



Calcul logarithmique (De 7 h. 30 à 8 h. 30.) 

On donne dans un triangle : 

A = 112' 28' 47^',3, b = 26734, c = 9687», 
Calculer B, G et a. 

Mathématiques (De 8 h. 45 à 11 heures.) 

I. — Dans un triangle BAC rectangle en A on connaît la hauteur h 
abaissée sur Thypoténuse et la médiane m issue du sommet B. Déterminer 
rhypoténuse par le calcul. Discussion; construction du triangle (*). 

(•) Soit D le milieu de AG. En prenant DB' = BD, le triangle DCB' est 
égal à DAB ; il est donc rectangle en C. Abaissons B'K perpendiculaire 
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II. — On donne deux droites parallèles, une perpendiculaire commune 
AB = 2a, et le milieu de AB. On fait tourner un angle droit A'OB' 
autour de son sommet O. Démontrer : 

l® Que le produit A A' x BB' est constant; 

2» Que A'B' est constamment égale à AA'-+-BB' ; 

3** Que la droite A'B' reste tangente à un cercle fixe; 

4* Par le milieu I de la hautieur OH on mène une parallèle à chacun 
des côtés du triangle A'OB' et l'on considère les points où elle rencontre 
les deux autres côtés. Démontrer que les six points ainsi obtenus sont 
situés sur une même circonférence; 

5« Minimum du rayon de cette circonférence. 

Épure (2 h. 1/2.) 

Un tétraèdre SABG, dont l'angle trièdre S est trirectangle, a sa base 
A6G sur ieplan horizontal. AB est sur la ligne de terre (Avers la gauche) 
et a pour longueur 140""*. La projection horizontale du sommet S est un 
point s dont les distances aux points A et B sont : 

As = 105— et Bs = 49—. 

Construire ce tétraèdre, puis son intersection avec la sphère ayant S 
pour centre et passant par le centre de la sphère inscrite au tétraèdre. 

Dans la mise à Tencre on représentera la partie du volume du tétraèdre 
extérieure à la sphère S. 



ECOLE NAVALE 

(CONCOURS DE 1891) 



Arithmétiq[ue et Algèbre. 

' I. — En mesurant Thypoténuse a et le côté b d'un triangle rectaogle 

ABC, on a trouvé 

a = 75 mètres à dz O'^jS près, 

6 = 32 mètres à dz 0"',1 près. 

sur BC. Dans le triangle rectangle BB'E on connaît l'hypoténuse BB'=2m 
et le côté B'K = h. On construit le triangle (en supposant 2fn > A); puis, 
ayant pris D, milieu de BB', sur B'D on décrit une demi-circonférence 

qui coupe BK en deux points, si la distance — du milieu de B'D à BK 

4 

est plus petit que — . On a donc la condition unique : 

2m > 3A. 
Si Ton traite la question par TAlgèbre, on est conduit, pour calculer 
rhypolénuse a, à l'équation 

4a* — a«(20w» - 9/i«) + 16m< = 0. 
Toute équation bi-carrée dont le dernier terme est carré parfait (v. Alg. 
§ 184) peut être résolue par des radicaux simples. C'est ainsi que, en appli- 
quant la tranformation connue, on trouve 

4 a == ± 3>/4m» — h^ =b v/4m* — 9AS etc. 



JODBNAL DB MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAiaES 161 

On demande Tapproximation avec laquelle on pourra obtenir l'angle B 
avec ces données. 

II. — Étudier les variations de la fonction 

2(aî — 1)« 

y= - ' 

>/4a^ — Ax C08 ç 4- 1 

27C 

Construction de la courbe pour le cas où 9=-^. 

«s 

III. — Ëiant donné un angle AOE = 9, on partage cet angle en n 
parties égales; sur Tun de ses côtés on porte une longueur OA égale k 
l'unité et Ton mène AB faisant avec OA un autre angle donné a. 

Au point B, on mène BG faisant avec OB le môme angle. On demande In 
limite vers laquelle tend le segment OE, quand n croît indéfiniment. 

Géométrie cotée. 

XX' est la trace horizontale d'un plan P qui fait un angle de 40** 
avec le plan horizontal; 0' est la projection horizontale d*un point 
dont la cote verticale est de 62"", la distance O'ca de 0' à XX étant de 
48—. 

1«* Tracer la projection cotée d'une droite (D) passant par le point 0, 
parallèle au plan P et faisant un angle de 25* avec le plan horizontal; 
mener par cette droite un planQ, perpendiculaire au plan P, eonstruirsles 
traces du plan Q sur le plan horizontal et sur le plan P ; 

2» Tracer la projection cotée d'un tétraèdre régulier OABC dont le 
point O est un sommet, dont la droite (D) est un axe, dont un des côtés BG 
est situé dans le plan P, et dont par conséquent le plan Q est un plan; 
de symclrie. 

Calcul trigonométrique. 



'«(!--) =:i=ï^ 



00167)" X tg* 133» 21' 12" 



670 19' 25" X cos« 260- 14' 17'.5 
X compris entre 0* et 360' 

Géométrie et Géométrie analytique. 

/. — Géométrie, 

Triangles sphériques polaires. 

Condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse construire un 
triangle sphérique avec trois angles donnés. 

Il, — Géométrie analytique. 
Étant donné un cercle 

rapporté à des axes rectangulaires oxy et qui coupe l'axe des x en deux 
points A et A', on considère un point quelconque M de ce cercle défini 
par l'angle 9 que le rayon GM fait avec l'axe des x : 

Trouver l'équation générale des coniques passant, par les points A et 
A' et tangentes en M à la circonférence G; démontrer que toutes ces 
coniques ont leurs axes parallèles; trouver la direction de ces axes. 

Parmi ces coniques on considérera : 

1* Gelle pour laquelle la direction de la tangente MT et la direction de 
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Taxe des y sont conjuguées. Déterminer géométriquement son centre et 
ses axes en grandeur et direction. Lieu du centre quand le point M par- 
court la circonférence G ; 

â* Celle pour laquelle la direction de la tangente MT et la direction de 
Taxe des x sont conjuguées. Mômes questions que pour la précédente. 

On exprimera en coordonnées polaires le lieu du centre. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES 



(SESSION D'OCTOBRE 1890, PARIS) 

20 octobre. — 1. On considère, dans un plan, une droite OA de longueur a, 
faisant aTec Ox un angle ix, et une autre droite A6 de longueur, 6 perpen- 
diculaire sur OA. 

On demande d'exprimer au moyen des quantités a. 6, a la somme S des 
aires engendrées par OA, AB tournant autour de Ox. 

Quel est le maximum de S, quand a varie? 

2. Comment mesure>t-on la latitude d'un lieu à la surface de la Terre? 

23 octobre. — 1. Trouver la somme des termes d*une progression arith- 
métique, connaissant le premier terme, le dernier, et le nombre des termes. 
2. Calculer les ra^rons des bases d'un tronc de cône connaissant : le 

2 

volume - Tta^h ; la surface totale. 2Tza* ; et sachant que l'apothème égale 
les sommes des rayons des bases. 

(SESSION D'AVRIL) 

20 avril. — 1. Partager i3 en deux parties x, y telles que 3^x + 2\[y 
soit maximum. 

2. Connaissant la mesure du volume du tronc de pyramide à base 
triangulaire, établir celle du volume du tronc de pyramide à base polygonale. 

22 avril. — 1. Étant donnés deux axes rectangulaires Ox^ Ov; un cercle 
de rayon R est tangent à Oy au point 0. D'un point A pris sur OXy on mène 
une tangente AB rencontrant Oy en B. 

Déterminer la position de A de telle sorte qne 

AB.OB = m^ 

(On prendra pour inconnue OA = x.) 

2. Mesure de la latitude d'un lieu. 

2S avril. — 1. Éclipses de lune. 

2. Déterminer, sur une demi-circonférence AMB, de rayon R, un point 
M tel que, traçant AM et abaissant M P perpendiculaire sur AB, le volume 
engendré par le segment ACM tournant autour de AB soit égal à k fois 
le volume engendré par le triangle AMP. 
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%1 avril. — 1. La bissectrice AD de Tangle A d'un triangle ABC divise 
BG en deux segments BD, DG, proportionnels aux côtés AB, AG. 

2. Partager une droite AB, de longueur 2a, les deux segments MA, MB 
tels que 

MA* -I- 3MB', 
soit minimum. 



QUESTION 367 

Solution par M. B. Sollertinskt, & Gatschina, 



Sur le côté BG d'un triangle ABC, on porte BD = 1 ; 6^ sur les 
côtés BA, CA, on porte cette même longueur 1 dans les directions 
BA, G A et dans les directions contraires, BB' = BB" = 1, CG' = GC* 
= 1. SiEetF sont les symétriques de G, relativement aux milieux 
de BG et DG", et que 0, I, la, h, h désignent les centres de la 
circonférence circonscrite, du cercle inscrit, et des cercles ecxAn- 
scrits à ABG, les droites B'E, B"F, B'F, B"E sont respectivement 
perpendiculaires et proportionnelles aux droites 01, Ola, Olb, Ole. 
Il y a égalité, lorsque 1 est égal au rayon de la circonférence 
circonscrite. (Bernés.) 

Les points E, D, F sont évidemment sur une droite parallèle 
à AG, et 

DE = DF = BD. 

On a donc la figure 
homothétique de celle 
qui a été considérée 
dans la Question 304 ; 
le centre d'homo- 
thétie étant B, et le 
rapport étant égal 



à 




BG 

Mais, dans la Question 304, on avait 

OI.BG 
B'G' = 201 sin A = -^ 

Sx 



164 JOURNAL DE MATHÉBIATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

R étant le rayon du cercle ABC ; donc 

R BG R 

Lorsque / est égal à R, on a B'E = 01. 



QUESTION 370 

Solution par M. B. Sollebtinskt, à Gatschina. 



Véquation 

3x*(a 4- b -I- c) -I- 4x(ab 4- bc + ca) + 4abc = o 
a ses racines réelles, quels que soient a, b, c. Montrer qu'elles sont 
rationnelles quand on suppose : ^_^__^ / 

/« b = C, 2^ JûC=.3>^^^^^i^^eî){*).^C n^/iffi-^j 

(*) Énoncé rectifié; voyez Journal 1890, p. 240. 

(Lauvernay.) 

Le discriminant de Téquation, changé de signe^ 
— D = 4\{ab -\-bc -h ca)^ — 3abc{a + 6 + c)| 
= 2{{ab — 6c)* + (6c — ca)* -h {ca — a6)*| 
est toujours positif^ et par suite les racines sont réelles, quels 
que soient a; 6, c. 
En supposant 1® 6 = c , on trouve 

- D = 4(06- 6«)« = [26(a - b)]\ 
2« Si 6c = a(6 -h c - a), 

(J*oli a{b -I- c) — 6c = a*, 

on a 

{ab — 6c)' + 6c — cay = a'(6* + c') ■+■ 26*c' — 2abc{b -h c) 
= a»(6» -h c«) - 26c{a(6 4- c) - 6c| = a*(6 - c)«; 
et, par suite, — D = 4a'(6 — c' = [20(6 — c)]'. 

QUESTION 373 

Solution par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



M étant un point quelconque pris dans le plan d'un triangle 
ABC, démontrer que les puissances de A, B, G relativement aux 
circonférences rciconscrites à MBG, MCA, MAB et la puissance, 
changée de signe, de M, relativement à la circonférence circon-^ 
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sente à ABC sont inversement proporttonnelles aux aires de^ 
triangles MBG, MCA, MAB, ABC. Montrer (en tenant compte des 
signes) que le somme des inverses de ces quatre puissances est nulle. 

(E. Bernes.) 
Soient A', A^, M^ les points oti la droite AM rencontre BC 
et les circonférences ABC, MBG. Le point A' appartenant à l'axe 
radical BC de ces circonférences, on a (en grandeur et en signe) 

A'A.A'Ai^AIVI.A'M^, 
.,,,. ^'M _ /A'Aa _ MA, 

Par suite, en désignant les puissances des points Â, B, G, 
M par P„, P», Pc, P 

P MAt.MA _ A'M_ MBG 

P^^'AM.AMi" Ta" ABG' 
d'où ll=-^' 

et enfin 2" i+^ + ^ + j^ = o. 

Nota. Solution analogue par M. Baudran élève au lycée de Rouen. 



QUESTION 377 

Solation par M. Basile Sollbrtinski. 



Dans tout triangle rectiligne : 

b*c*sin* A— a*(cos A cos B -h cos C cos* B)* . ,^, 

\o ^ ' — const (*) 

c*a« sin*B — b* (cos A cos B -+- cos C cos* A)« * ^ ^ 

{Catalan,) 

, / A . B\ /^ A ^ C\ 2a 
2« b tg --*- tg- +c{tg --htg- =-T— T-- 
Xi 2/ \2 ^ il sinA 

1® En multipliant les deux termes de la fraction par i6R*, 

après avoir observé que 

cos A + cos B cos C = sin B sin C 

cos B H- cos A cos C = gin A sin G 



(*) Éooncé rectifié. 



J ^^ 



166 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMBNTAIAES 

a'b^cH I - cos> B) 
on trouve -ttt-tt 7T"v = i > 

-^ . B B . A-hB 
_ 4Rsin— cos— sin 

^/ A B\ ^ 2 2 2 

2. é(lg- 4- tg-) = ^-^ 

cos — cos — 

2 2 

4R . B G 

sin — cos - • 



A 2 2 

cos — 

2 



Demémeo(tg^ + tg^) = ^sin^cos5. 

\ 2 2 / A. 2 2 

cos — 

2 

Par suite 

6(tg^ + tg?)+c(tg^ + tg^) = 4R = 3^' 

Remarque. — L'énoncé pouvait être encore rectifié, comme 
nous Ta fait observer M. Lemoine, dans la lettre à laquelle 
nous faisons allusion plus loin, en disant : 

Dans tout triangle, la fonction 

b'c* sin* A — a*(cos* A -+- cos A cos B cos G)' 



a* 



est constante; c est-à-dire, qu'elle conserve la môme valeur 
quand on fait subir aux lettres la permutation circulaire. 

A propos de cetle question de M. Gatalan et de la Question 
378, que nous avons nous-même proposée, M. Lemoine appelle 
notre attention sur un Mémoire qu'il a publié dans l'Annuaire 
de l'Association française (Gongrès de Limoges), Mémoire dans 
lequel il donne un grand nombre de relations sur les éléments 
du triangle. £n voici quelques-unes, dont la démonstration 
donne lieu à des calculs intéressants. 

En posant (notations habituelles) 

8 = ra -I- r6 -I- n = 4R + r, 
on a a' H- 6* -h c'* = p* — /*d, 

b -h c r-hr» 6 — c n — rc 



a Ta — r^ a rf — r» 

o = — -\ aip — a) = r(d— r^) 
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2ida(p — o) = 2rd ^a*(p — a) = 4S(R -h r), 

2rfa*ra = 4p*(R - r) ; c(ar6 - bvç) = r(r| - ri) ; 
^r» = d» - i2R/)«; ^71" "^ 7« ^^' "" '^^^^' 

2R -h r — Ta 

""^^= iR— ^ 

^a^ cos A = R (p* — 3R* — rd) ; 
^b + rî — r? — r» = 8R*(cos A — cos B cos C). 

QUESTIONS PROPOSÉES 



399. — Soit AG une corde mobile dans une circonférence A, 
de rayon R. Sur AB, on prend un point I tel que : 

ÎÂ^ + IB^ -l-TÂB^ = 2(1 + 2*)R«; 
k désignant une constante donnée. 
Trouver le lieu décril par ce point I. 

(CA. Michel, élève au collège Ghaptal.) 

400. — Résoudre les équations : 

. . (a— 6)*(2aj— a— 6)"-h(6— x)«(2a-6— a;)*+(a-aî)*(26— a— aî)*=2K«. 

2« (a-6)«(2a?-a- 6)*h- (6-x)*(2a -6-a;)«-+- (a-xy{2b-a-xY 

=(a'-.6')«(2aj-a'-6')«-h(6'-aj)«(2a'-6'-x)«+(a-aj)*(26'-a-aî)«. 

(G. L.) 
* 401. — Démonlrer que 

" y\ ^'(* "" ^y( ab -^ ac- 2bcy 

est un carré parfait. (G. L*) 

K 402. — Une circonférence ayant pour centre un foyer d'une 
conique, si Ton mène, à chaque normale de cette dernière 
courbe, une parallèle par le point où le rayon vecteur du pied 
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de la normale rencontre la circonférence, les droites ainsi 
obtenues seront concourantes. Démonstration géométrique. 

(A. Tissot.) 

403. — Si Ton projette un foyer d'une conique sur la tan- 
gente et sur la normale en un point de la courbe, et, ce der- 
nier point sur Taxe focal : 

Les deux premières projections seront en ligne droite avec 
le centre. 

De la troisième, leur distance sera vue sous un angle droit. 

Dans Tangle formé avec Taxe par la droite qu elles déter- 
minent, la normale et la droite joignant la deuxième projetion 
à la troisième seront anti-parallèles. 

Les distances du centre à ces deux dernières projections 
seront entre elles dans un rapport égal à Texcentricité, d'oii 
résulte, sans calcul, le rapport connu de la différence ou de 
la somme des rayons vecteurs d'un point d'une conique avec 
la dislance de ce point au second axe. (A. Tissot.) 

404. — Deux circonférences étant données ainsi qu'une 
droite qui ne les rencontre pas, on peut mener, d'un point 
quelconque de la droite, une tangenle à chaque circonférence. 
Trouver le point pour lequel la somme des deux tangentes 
ainsi obtenues est aussi petite que possible, et celui pour 
lejuel leur différence est aussi grande que possible. 

(A. Tissot.) 

ERRATA ET RECTIFICATIONS 



P. 131, 1. 6 ; le dernier terme du dénominateur est 

c*a(a-+-Y) et non c*a(a4-p) 
Page 138 : 

\. i. Au lieu de sur D, lisez sur d, ^ 

1. 15 (en remontant). Au lieu deSAD, lisez DPD, 
1. 2 (en remontant). Au lieu de la droite D, lisez la droite d, 
; P. 139, 11. 2-1. (en remontant. Au lieu de Dans... Ainsi, lisez Tangle 

1^ KDK, = 2B, et \q^ triangles isoscèles KDK3, KBEi ont le point double K 

d'où ... 
P. 140, 1. 8. Au lieu de (K'N' + M'N'), Uses (K'N' — M'N'). 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 
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DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DU THÉORÈME DE BAGHET 

« Un entier quelconque est la somme de quatre carrés au plus, » 

Par A. ]IIatrot(*). 



Observation préliminaire. — Dans tout ce qui suit, les lettres 
représentent exclusivement des nombres entiers, positifs ou 
négatifs. Certains de ces nombres peuvent être nuls : il doit 
être entendu que, quand nous parlons d'une somme de quatre 
carréa, un ou deux de ces carrés peuvent être remplacés par 
des zéros. 

Lemme I. — Le produit d*un nombre quelconque de fadeurs 
égaux chacun à une somme de quatre carrés, est lui-même une 
somms de quatre carrés. 

Il suffit évidemment de le démontrer pour deux facteurs ; 
/* = a« -+- 6* -h c* + cf», (p = a" -+- p« + y' -+- S*. 

Posons : 

/ A = aa -h 6p -h cy -+- (i8 

. 1 B = ap — 6a — c8 + dy 

^^ I C -ay-hèS-ca-dp 

( D = a8 — 6y -I- cp — da 

On a (identité d*Euler) : 

(2) (a* +b^ + c^'^ d«)(a« -h p« + Y» -h 8') =: A* -f-B» -h G» -+- D». 

En effet, si l'on développe le second membre, les doubles 
produits disparaissent tous, et il ne reste que les seize carrés, 
qui sont précisément les seize produits partiels fournis par le 
premier membre (**). 

Lemmb II. — Tout nombre premier impair p qui divise une 
somme de quatre carrés premiers dans leur ensemble : S = F* 

G' + L* 4- M», est lui-même une somme de quatre carrés. 



(*) Cette démonstration De diffère pas, quant au fond, de celle que nous 
avons publiée en brochure (Paris, Nony, 1891); mais la présente rédac- 
tion a été rendue beaucoup plus concise, grâce à remploi des nombres 
négatifs (Voir Journal 4894, p. 443), 

(••) Chacun des huit nombres a, 6, c, d, a, p, y, 8, pouvant à volonié 
être pris positivement ou négativement^ la décomposition du produit ff^ en 
quatre carrés peut, en général, se faire de plusieurs manières différentes 
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Soient /, g, /, m, les restes minima (*), positifs ou négatifs, 
deF,G,L,M,parrapportàiin(p);ona:F = p-h/;G = iin(p)4-s', 
etc. ; F« = iai(p) + /S G« = iîl(p) -i- ^% etc. ; 

S = F* -I- G* -I- L« -4- M* = M(p) -4- /> H- j« 4- /» -h w*. 
S étant divisible par p, /* h- ^* + P h- m* Test nécessairement 
aussi, et Ton peut écrire, n étant entier : 

(3) pn = /* -h gr» -+- /« -h m«. 

/, ^, /, m ne peuvent pas être nuls tous les quatre, car alors 
F, G, L, M admettraient p comme facteur commun et 
F*, G*, L*, M' ne seraient pas premiers dans leur ensemble, 
contrairement à Thypo thèse ; donc n n'est pas nul (**). 

D'un autre côté, /*, g, ly m sont tous quatre < —, en valeur 

2 
P 

absolue (aucun d'eux ne peut être égal à —, puisque p est 

impair). On a donc : 

/" -*- ^" -4- P + w* <,4 -, pn < p«, n < p. 

4 
Si n était égal à i, on aurait p = /* -+- ^> -h i> h- m*, et le 

lemme serait démontré. 

Soit n > I. Je dis qu'on peut toujours supposer n impair. 

En effet, si n est pair (n = 2n'), on aura : 

(4) 2pn' = /*» + .9* -h P H- m«. 

La somme /^ h- gf* -i- P -i- m* étant paire, a nécessairement 
ses quatre termes de même parité, ou deux termes pairs et 

(*) a, 6, 9 et r étant le dividende, le diviseur, le quotient et le reste 
d'une division, on a : 

a=zl)q-\-r=: gtt(6) -I- r, 
a = 6(3-l-i)-(6-r), 
ou, en posant h ^rr=r\ 

o = 6(9-l-i)-f' = aR6-r'. 
On appelle re%te minimum diQay relativement à &, le plus petit, en valeur 
absolue, des deux nombres -+- r, et — r'. Ce reste minimum est au plus 

égal à -, si 6 est pair, et il est nécessairement < -, si 6 est impair* 

2 2 

(**) Deux au moins des quatre nombres f, g, /, m, sont différents de 
zéro. En effet, si Ton avait, par exemple,/" = ^ = Z = o, la somme partielle 
F* + G' H- L« r= S — M* serait divisible par p ; il en serait forcément de 
même de M^, et Ton aurait m = o, de sorte que /, g, I, m, seraient nuls, 
tous les quatre, ce qui est impossible. 
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deux impairs. On peut donc toujours partager /", y, /, m, en 
deux couples, par exemple /"et g, l et m, formés chacun de 
deux entiers de même parité. L'égalité (4) peut s'écrire : 



(5) 



^■'m<^^'*m-m 



f eig étant de même parité, ainsi que l et m, les quatre termes 
du second membre sont entiers ; l'égalité (S) est donc de la forme : 

(6; pn' = /"« H- 5^ > -h /' • -I- m'*. 

Si n' est encore pair, on opérera sur l'égalité (6) comme on l'a 
fait sur l'égalité (3), et l'on finira toujours par obtenir une 
égalité de la forme : 

(7) pno = /i^ -h ^ -h /o -+- wî, 

dans laquelle n^ sera impair. D'ailleurs Ho sera plus petit que n 
et, a fortioriy inférieur à p. 

Si no = I , le lemme est démontré. Si n^ surpasse i , divisons 
/•> 9o9 ^09 ^oj P^^ ^0 ; soient a, 6, c, d, les restegf minimums, 
positifs ou négatifs; el a, p, y, B, les quotients correspondants 
(par défaut ou par excès) : 

/; = noa-+-a, g'o = »ioP-+-^ ^o = '^oY-+-c, Wo=no8 + d. 

Portons ces valeurs dans l'égalité (7) ; il vient : 

(8) pno=no(a»+p"-4-Y*-+-S') +2no(aaH-6p-hcy-i-d8)+a"-h6*-hc«-Ki«. 

Tous les termes contenant n^ en facteur, excepté les quatre 

derniers du second membre, la somme de ceux-ci est néces- 

sairement divisible par rio, et l'on peut poser, n^ étant entier : 

n^n^ = a* -h 6' -+- c* 4- d". 
a, 6, c, d ne peuvent pas être nuls tous les quatre; car, s'il en 
était ainsi, l'égalité (8) se réduirait à 

pno = no(a* -h p* -I- Y* + S*), 
ou, en divisant par no, à 

p = no(a* -h p* + y' + S*)- 
Cette égalité est impossible, car p étant premier ne saurait 
être le produit de deux entiers > i. Ainsi, n^ n'est pas nul. 

Ha 

D'ailleurs a, 6, c, d sont tous quatre < — , puisque n© estimpair. 

On a donc : 

n^ 
a* H- 6» H- c* + d* < 4—» nonj < n?, n^ < no ; 

4 
et, a fortiorif ni < n. 
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Remplaçons, dans l'égalité (8), a* -h 6" + c* -i- d* par %n^ 
et multiplions tout par— ; il vient : 

pn^ = noni(a» -+- p» + y* h- 8*) -+- 2n^(a<x -h 6p h- cy + dS) -h nj 
ou, en remplaçant n^iii par a* h- 6* + c* + d* : 

Appliquons l'identité d'Euler et les formules (1) ; nous avons : 
prii = A» -I- B* -+- C« 4- D» -h 2ni A -h wî = ( A + nj)« 4- B* H- C« •+■ D». 

Ce résultat est de la forme : 

(9) ;mi = /î -h ^ + l\ -h ml 

c'est-à-dire de même forme que Tégalité (3), mais n^ est < n. 
Si Wi = I , le lemme est démontré. Si Wi > i , on opérera sur 
l'égalité (&) comme on l'a fait sur l'égalité (3), et l'on en dé- 
duira une nouvelle égalité de même forme : 

pn, = /"i -h ffi H- /| H- mlj 
dans laquelle n, sera <C. n^. Si n, est encore > i, on conti- 
nuera de même; mais comme la suite n, ni, n,, ... est décrois- 
sante, elle se terminera nécessairement par l'unité, et l'on aura 
finalement : 

Lemme III. — Le nombre des résidus quadratiques d'un nombre 
premier impair p est égal a • 

Onappelle ré^ug'uodra/içuc ou simplement résidu d'un entier 
donné N, tout reste de division, autre que o, d'un carré entier 
par N. 

Soit p un nombre premier impair; posons p = 2ft H- i, d*où 

h = . Divisons, parp, les carrés des entiers consécutifs 

2 

I*, 2*, 3", ... et cherchons le nombre des restes distincts. Si 
a — 6 = iïl^p), a» — 6» = (a -h b){a — b) est aussi multiple de 
p; par suite a" et 6* donnent le même reste : il suffit donc de 
prendre comme dividendes les carrés des entiers < p. Soient 
c et d deux entiers complémentaires àp {c -\' d = p) : d^ — d* 
= {c -¥■ d)(c — d) = in(p); doncc* etd" donnent le même reste. 
Par conséquent, il suffît de prendre comme dividendes les 

P 
carrés des h entiers < - : i*, 2", 3*, . . ,, A*. D'ailleurs les h 
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restes sont tous distincts, car, e et f étant deux des h premiers 
entiers (e< /'<-),/'* — e» = (/'+ e){f— e) ne saurait être 

divisible par p, puisque f-heetf — e sont tous deux < /> et 

p — I 
par suite premiers avec p. 11 y a donc bien h = restes 

ou résidus quadratiques distincts et pas davantage. 

Reaiarques. — Puisqu'il y a seulement résidus qua- 



dratiques de p, il y a 



p~ I 



2 



entiers inférieurs à p qui ne 



peuvent jamais être obtenus comme restes en divisant des 



carrés par p. Ces 



p- I 



entiers sont appelés non résidus qua* 



dratiquef ou simplement non résidus de p. 

Dire qu'un entier a < p est résidu dep équivaut à dire qu'on 
peut trouver une valeur entière de X (ou plutôt une infinité 
de valeurs entières de X) satisfaisant à Téquation : 

^* = Mp-h a. 

L'emme IV. — Tout nombre premier impair p divise une somme 
de deux ou de trois carrés premiers entre eux. 

Posons, comme ci-dessus, p = 2fc h- i . Prenons les p — 1 = 2/1 
entiers < p; mettons à part h et 2/1, et rangeons lesp — 3 
autres de la manière suivante : 



2h — i 



2 
2A — 2 



3 

2^-3 



h-2 
A -h 2 



h- I 

h -+- I 



En réunissant les termes superposés, on forme h — i couples 
dont les deux termes ont uniformément pour somme 2h=p— i . 
On sait d'ailleurs que, parmi les 2 A entiers i, 2, 3, . . ., 2A, il 
7 en a la moitié, c'est-à-dire A, qui sont résidus de p. 

Cela posé, il peut se faire que h ou 2A soit résidu de p. 

Si h est résidu, on peut écrire : 
A} = m{p)-hh, 2A« = i8l(p)H-2A=p-4- ilKp)- i-=M{p) - 1, 

2A>+i =M{p); 

p divise donc une somme de la forme 2 A* + 1 ou A* + A* + i , 
Si 2 A est résidu, on peut poser : 

A«=iii(p) + 2ft = iin(p)H-p- î = iii(p)- 1, 

A« + 1 = m{p\ 

et par conséquent p divise une somme de la forme A* + i . 
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Si h et 2h sont tous deux non-résidus, les h résidas sont 
contenus dans les A — i couples : il faut donc qu'un, au 
moins, de ces couples soit formé de deux résidus a, a'; on 
peut poser : 

A» = Mip) -*- a, A'» = iïKp) + a', 

A»-hA'» = in(p) + a + a'. 
Mais a + a' =î p 7- I ; donc : 

A«-i-A'« = jin(p)+p- i = iin(p)- 1, 

A» H- A'» + I = M(p). 
En résumé, p divise au moins une somme de l'une des trois 

formes : 

A^-hi, A«4-A«H-i, A«-4-A'«4-i, 

c'est-à-dire une somme de deux ou de trois carrés premiers 

entre eux. 

Théorème de Bachet. — Tout nombre entier est la somme de 
quatre carrés au plus, 

1*> 2 est la somme de deux carrés (2 = i* + i'). 

2® En vertu du Lemme IV, tout nombre premier, autre que 2, 
divise une somme qui est un cas particulier d'une somme 
de quatre carrés premiers dans leur ensemble; donc, en vertu 
du Lemme II, tout nombre premier impair est la somme de 
quatre carrés (au plus)* 

3° Soit E un nombre composé quelconque. Tous ses facteurs 
premiers sont des sommes de quatre (ou de moins de quatre) 
carrés. Donc, en vertu du lemme I, E est lui-même la somme 
de quatre carrés (au plus). 

Remarque. — Si, dans les Lemmcs I et II, on suppose 

c = d=Y = 8 = o, L = M = o, 
on voit que : 

4'' Le produit (Vun nombre quelconque de sommes de deux carrés^ est lui-^même 
une somme de deux carrés; 

2' Tout diviseur premier d'une sommée de deux carrés premiers entre eux est 
également une somme de deitx carrés. ' 

D^un autre côté, on déduit facilement du théorème de Wilson que Umt 
nombre premier^ de la forme 4k + i , divise une somme de deux carrés premiers 
entre eux (A* -h i), et, par suitey est une somme de deux carrés. Au contraire, 
un nombre premier de la forme 4/c + 3 ne saurait être la somme de deux 
carrés ; car deux carrés de même parité donnent une somme paire, et deux 
carrés de parités difiérentes ne peuvent donner qu'une somme de la forme 

aJCê I ¥ * 

(2n)« + {2n' + i)* = 4(n« + n'» + n') + i. 
De là résulte que les entiers qui ne renferment aucun facteur premier de la 
forme k -+- 3, sont tom et seuls décomposables en deux carrés. 



J 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE (*) 

Par M. Bernés, 

{Suite y voir page 121.) 



SUITE DES APPLICATIONS 

IX. — Les deux énoncés qui suivent se rapportent à un 
autre mode de construction des points symétriquement inver- 
ses. Ils présentent, sous deux formes différentes, une seule et 
même proposition. 

Théorème 1. — Si M est un point variable â!une courbe G et 
que E, F désignent les intersections de BM, CM avec la circonférence 
ABC ; le lieu de la rencontre m delà circonférence qui passe par A. 
et G et qui est tangente à CE, avec celle qui passe par ket B tan- 
gentiellement à BF est la courbe g, symétriquement inverse de G. 

Théorème 2. — Si m est un point variable d'une courbe g 
et que Von désigne par E, F les points où les tangentes en G, B aux 
circonférences ACm, ABm rencontrent la circonférence ABC, le 
lieu de la rencontre M des droites BE, CF est la courbe G symé- 
triquement inverse de g. 

Raisonnons sur le. théorème 1. La droite BM a pour trans- 
formée une circonférence passant par A et C et dont la tan- 
gente en C fait, avec AC, un angle égal (en grandeur et signe) 
à celui de BM avec AB. Cette tangente se confond avec 
CE, car (CE, CA) = (BE, BA); et ainsi la droite BM a pour 
transformée la première circonférence de l'énoncé. La seconde 
est, de même, la transformée de CM. 

Remarque 1. — Ces circonférences pourraient se définir 
différemment. Si Fantiparallèle à AE, menée par A, relative- 

(*) La mélhode d'inversion symétrique, que nous croyions nouvelle, a 
été déjà appliquée par M. Gob, sous le nom dHnvolutwnf dans un mémoire 
présenté en 1890 au congrès de Limoges Sw divers modes de transformation 
et l'a conduit à des résultats remarquables. Nous reconnaissons volontiers 
cette priorité, et nous aurons soin de signaler au fur et à mesure les points, 
assez rares du reste, où nous nous sommes rencontré avec lui. Quant au 
théorème qui sert de principe à la méthode, la priorité paraît appartenir 
à M. Neuberg. 
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ment à Tangle A rencontre BG en e, la première circonférence 
coïncide avec ACe. Même conclusion pour l'autre. 

Remarque 2. — Si Ton appelle N la rencontre des tangentes 
CE, BF aux circonférences ACm, ABm, il y a entre M et N 
cette relation remarquable : 

Les isogonaux T?, Q de M etl^ sont symétriques relativement 
au milieu de BG. 

On a, en effet, 

(BP, BG) = (AB, BM) = (GA, CN) = (GQ, BC). 

D'où (BP, GQ) = 

BP, GQ sont donc parallèles; et, de mémo, GP, BQ. Donc P et Q 
sont symétriques relativement au milieu de BG. 

Cette proposition, présentée sous une autre forme, et com- 
plétée par la méthode d'inversion, conduit à un autre théorènje, 
facile à démontrer et que nous énoncerons simplement : 

Théorème 3. — Si T, Q sont deux points symétriques 
relativement au milieu D de BG; M, N leurs isogonaux; m, n 
leurs isocycliques ou les transformés de M, N; p, q leurs trans- 
formés, ou les isocycliques de M, N, ou les isogonaux de m, n. 
/® BM, CN se coupent sur la circonférence ABC (de même, CM, 
BMj; les circonférences ACm, ABn se coupent sur BG (de même, 
les circonférences ABm, ACnj; 2° CN, BN sont tangentes aux 
circonférences ACm, ABm (de même, CM, BM le sont aux cir- 
conférences AGo, ABnj; S® p e^ q sont deux sommets opposés dun 
quadrilatère harmonique dont les deux autres sommets sont A et 
le point à ou la symédiane issu>e de A rencontre la circonférence 
ABC. Les circonférences AGp, ABq sont tangentes, et aussi les 
ciixonférences ABp, ACq. 

Ajoutons, comme application d'un résultat général déjà 
connu, que MP et mp sont parallèles, ainsi que NQ et nq. 

On a, de plus, entre les distances de p, q aux points A, B, G, 
d, les relations 

Bp.Bq _ c* Bp.Gp __ Ap* _ dp» 
Gp.Cq ~ 6» Bq.Cq ~ Â^ ~ dç»* 
Gomme relations angulaires immédiates, on a, en désignant 
par a, p, Y les angles du triangle PBG : 

angles de PBG * P Y 



J 



-Y 


-P 






B-p 


C-y 






B + Y 


G + p 






a 


P 
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— a, 


-Y 




-P 


A-a 


B-p 


G 


"- Y 


A + a 


B + Y 


G 


+ P 
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Angles de QBG - a 

— deMBG A-a 

— de NBG A + a 
coordonnées angulaires de m 

— — de n 

— — dep 

— — de g 
Lorsque les deux points P, Q sont sur la perpendiculaire à 

BG en son milieu, p = y, alors M 6/ N sont isogonaux Vun de 
Vautre relativement au triangle LBG dans lequel L est le trans- 
formé de Vorthocentre H; m, n sont isoptiques, p, q sont conjugués. 

Si les huit points P, Q, M, N, m, n, p, q étant mobiles, on 
donne le lieu décrit par Tun, on connaît, par cela même, les 
lieux décrits par les autres. Si l'un décrit une circonférence 
qui passe par BC, les sept autres décrivent aussi des circon- 
férences, ce qui est évident a priori. Si P parcourt une droite, 
il en est de même de Q,p et g décriront des cercles, M, N des 
coniques circonscrites à ABG et dont le quatrième point d'in- 
tersection sera aussi sur la circonférence ABG, m, n décriront 
les transformées de ces coniques. 

Gomme exemple particulier, sur lequel on peut vérifier le 
théorème, on peut prendre pour P et Q A et son symétrique A^ 
relativement au milieu de BG ; ou bien Torthocentre H et le 
point Sy diamétralement opposé à A sur la circonférence ABG; 
ou bien ç, projection de H sur la médiane et A, point où la 
médiane rencontre la circonférence ABG, etc. 

APPLICATION AUX PROPRIÉTÉS DE DECX POINTS CONJUGUÉS 

X. — Nous supposerons ces deux points conjugués M, N 
définis simplement par la propriété d'être complémentaires 
relativement au centre 0, c'est-à-dire d'avoir 2 A, 2B, 2Gpour 
sommes de leurs coordonnées angulaires. Et la méthode va 
s'appliquer à en déduire les autres propriétés. 

1® Théorème préliminaire. (*) — Les transformes m, n de 



(*) Ce théorème se trouve dans le Mémoire de M. Gob, qui en donne 
cette démonstration fort simple : Toute circonférence qui pcisse par m et n 
étant orthogonale à BG, toute circonférence qui poste par m et n est orthogonale 
4 la circonférence ABG. 

JOURNAL DB MATH. iLÉM. — 1891. 8. 
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deux points conjugués M, N, sont symétriques relativement à BG; et 
réciproquement. 

En effet, d'après YI 3^, si d'une manière générale les coor- 
données angulaires de deux points M, N ont pour sommes 
X, [A, V, les sommes des angles correspondants dans les deux 
triangles mBG, nBG seront 2A — X, 2B — (x, 2G — v. Et comme 
ici Xy [A, V sont égaux à 2Â, 2B, 2G, les angles de mBG, nBC 
ont des sommes nulles. Donc m et n sont symétriques relati- 
vement à BG. 

Si M, N avaient séparément pour coordonnées angulaires 
Â, By G, m, n seraient sur BG; ce cas est à écarter, car alors 
M, N ne sont pas conjugués. 

Une généralisation de ce théorème sera donnée plus loin. 

^ Théorème. — Les conjugués M, N smt en ligne droite 
avec 0. 

En effet, si A' est le symétrique de A, relativement à BG, 
les quatre points A, A', m, n, qui déterminent un trapèze isos- 
cèle, sont sur une même circonférence. Gette circonférence 
passant par A, sa transformée est une droite qui contient les 
transformées 0, M, N de A', m, n. Ajoutons que, comme AA' 
est extérieur à Tangle mAn, les points M, N sont d'un même 
côté de 0. 

aoThéorôme. — On a OM. ON = R% et les points M, N ont 
leurs coordonnées tripolaires proportionnelles. 
Les égalités Am = A'n, An = Afm se transforment en 

I ON I _ OM 

ÂM " AO.AN' an " AO.AM' 
AM _ R _ OM 

^ ^^ AN "" ON " R ' 

De là OM.ON = R*. Et comme une transformation du 
même genre, où l'on prendrait B, puis G pour pôles donnerait, 
de même, 

BM_ JR^ !^_ JL. 
BN ""ON* GN " ON* 
AM_BM_GM 

^""^ an^bn^gn' 

ce qui peut aussi se conclure des égalités Bm = Bn, Cm = Gn. 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUIS ÉLiMMTAIRKS 179 

4» Théorème. — M c^ N étant conjugués j le point P où AM 
rencontre la circonférence ABC et les points et îi sont sur une 
même circonférence avec A, 

C'est la transformation de cette propriété évidente que km 
et k'n se rencontrent sur BG en un point p. 

De — = JT7, on pourrait tirer =T=rz = -r-^^; propriété 
pn dk ^ PN AN *^ *^ 

évidente. 

Et de ce que mn est perpendiculaire, en 9, surBCet divisé par 
BG en deux parties égales il résulterait que ladrconférencekMN 
est orthogonale à la circonférence ABG et que si Q est la rencontre 
de ces deux circonférences, ket Q sont harmoniquement opposés 
relativement à MN, c'est-à-dire forment deux sommets opposés 
d'un quadrilatère harmonique AMQN, dont M, N sont les deux 
autres sommets, 

S^ La propriété connue que les podaires de deux points 
conjugués sont équiangles se transforme dans la propriété 
suivante, relative aux deux points symétriques m, n. 

Théorème. — m, n étant deux points symétnqu>es relative' 
ment à BG; « la perpendiculaire en m, à Am, rencontre AG en E, 
AB en F, et en G la tangente en k à la circonférence ABG, et 
que D soit la rencontre de la circonférence ABGe^ de la droite joi- 
gnant G au point diamétralement opposé à A sur cette circonférence^ 
les arcs de cercle EF, FD, DE, dans les circonférences AEF, AFD 
ADE déterminent un triangle curviligne DEF, équiangle avec le 
triangle construit de même en partant du point n. 

^ M, N étant deux points conjugués, les perpendiculaires en A 
d AM, AN déterminent, sur la droite OMN, deiLX points W, N' qui 
sont aussi conjugués. 

Gar soient m, n, m', n' les quatre transformés. Ils sont sur 
une même circonférence avec A et A' puisque M, N, M', N' 
sont sur une même ligne droite passant en 0. L'angle mkm' 
est droit comme l'angle MAM', et mm' est un diamètre de 
cette circonférence, de môme nn'; par suite mnm'n' est un 
rectangle, et BG perpendiculaire sur le milieu de mn est 
aussi perpendiculaire sur le milieu demV. Donc M, N' sont 
conjugués. 
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Remarque. — Le centre de cette circonférence, étant à la ren- 
contre de mm\ nn\ son transformé est l'extrémité A^ de la corde 
commune aux circonférences AMM', ANN'. Il est symétrique 
de A, relativement à la droite OMN. C'est là un résultat général 
qu'on peut énoncer ainsi : Le transformé du centre dHune circon- 
férence qui passe par A est le symétrique A^ du point A, relative' 
ment à la droite^ transformée de cette circonférence^ 

On peut l'expliquer comme dans ce qui précèdOi Ou encore, 
soient mm" un diamèlre quelconque de cette circonférence, et 
M, M' les transformés de ses extrémités ; le centre, qui est le 
milieu de mm', a pour transformé le point harmoniquement 
opposé à A, relativement à MM'; comme l'angle MAM' est 
droit et que, par suite, la sjmédiane issue de A, daqs le triangle 
MAM', se confond avec la hauteur de ce triangle, le point har- 
moniquement opposé à A est le symétrique de À, relativement 
à la droite MM'. 

Ce résultat se retrouvera plus loin comme cas particulier 
d'un théorème plus général. 

Voici, pour terminer ce sujet, la généralisation du théorème 
préliminaire. 

Théorème. — Si les deux points m, n sont isogonaux relor 
tivement à un triangle PBG et que A' soit Visogonal de A relative' 
ment à ce même triangle y les transformés M, Nde m, n sont com- 
plémentaires relativement au transformé (o du point A.\ 

Car soient a, (3, y les angles de PBC, les points w, n étant 
réciproques relativement à PBG, les triangles mBC, nBC ont 
pour somme d'angles a, p, y et par suite (d'après VI, -3") les 
sommes des coordonnées angulaires de leurs transformés M, N 
sont 2A — a, 2B — p, 2C — y M^ais le point A' étant isogon al 
de A relativement à PBC, les angles de A'BC sont a — A, 
p — B, Y — C et par suite les coordonnées angulaires de co, 
transformé de A', sont 2A — a, 2B — p, 2C — y. Donc M, N 
sont complémentaires relativement à (o. 

Le théorème préliminaire suppose le cas ou P est sur BC. 

Remarque i . — Il importe d'observer que, dans ce théorème, 
on peut prendre pour m et n deux points quelconques du plan : 
P s'en déduit. C'est Tisogonal relativement au triangle mBC, 



I 
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da symétrique n' de n par rapport à BG. Cette construction 
générale d'un triangle, relativement auquel deux points 
donnés soiçnt isogonaux, est à noter. 

Remarque 2. — Signalons deux autres cas particuliers. Si 
P est en A, co est un point quelconque de la circonférence 
ABC : on rentre dans la propriété, déjà indiquée, que les trans- 
formés de deux points isogonaux sont isogonaux. Si P coïn- 
cide avec le transformé L de Torthocentre H, A' est en A et o> 
à riniini; les deux points M, N sont Uoptiques. 

Autre forme du théorème. — /St m, n sont isogonaux 
relativement à PBG, et que Q soit le conjugué de Visocydique de P, 
les points M, N transformés de m, n sont complémentaires relatif 
vement à Q, 

Ni la démonstration directe, ni Tidentification du point Q 
ainsi défini avec le point co du premier énoncé, ne présentent 
de difficulté. 

L'identification de Q avec co donne lieu à cet énoncé : 

Le conjugué de Visocydique d'un point P, et Visogonal de A 

rdativement au triangle PBC, sont deux points symétriquement 

inverses. 

(A suivre.) 

SUR LA MÉTHODE DE TRANSFORMATION 

DE M. SCHOUTE 
Par M. Emile Vliparié. 

(Suitey voir p. 153.) 



10. — Les formules (8) conduisent, immédiatement, à une 
décomposition de la transformation de M. Schoute, en trois 
transformations quadratiques. En effet, si Ton pose : 
(12) xx^=zyy^=zzz^, et x'a^ = y'y2 = z'ziy 
les formules (8) se décomposent en les suivantes : 

xx^ = j/y, = zz^, 

X. y* z^ 

(13) l ' ; — '= ^ ; — = ' ; — > 

^ ^ ^ K, cos à — xS% K, cos B — j/iS, K, cos C — ja^S, 

ûD'a4 = y'y% = !f>'z\. 
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Dans ces dernières formules, les relations extrêmes, c'est- 
à^ire les formules (12), représentent la transformation par 
points inverses, de M. le colonel Mathieu, tandis que les 
secondes représentent une transformation par rajons vecteurs 
réciproques. A la droite représentée par lx-^my'^nz = o elle 
fait correspondre le cercle KJÙl cos A — S2to = o. En effet, les 
cercles. 

K cos A — a?S = o, Kcos B — yS = o, K cosG — jïS = o 
satisfont à la condition (7), ils passent donc par un même 
point de coordonnées œ, y, z : 

cos A cos B cos C 
qui est le centre du cercle circonscrit. Aux côtés BC, CA, 
AB correspondent les cercles BOC, GOA; AOB. Le point est 
donc le centre; et le carré R* du rayon du cercle circonscrit est 
la puissance de cette transformation par rayons vecteurs réci- 
proques. 

La décomposition en trois transformations quadratiques, que 
nous venons d'indiquer, n'est pas la seule possible. En effet, 
les formules (8) peuvent encore résulter des trois relations : 

X _ y ^ z 

4S"x" cos A - K''""4B"î/'' cos B-K"~4S 'V cos C-K" ' 
(14) { x'^xl = y% = z'zu 

n II II 
^ ^2 ^2 

4S'aî' cos A - K''"4Sy cos B - K'""4SV cos C - K' ' 
Des formules (14), la seconde représente encore une transfor- 
mation par points inverses ; les deux autres, des transformations 
par rayons vecteurs réciproques. Il est facile de voir que, dans 
ce dernier cas, le centre de la transformation est TorthocentreH; 
quant à la puissance, elle estnégative et égale, en valeur absolue, 
à la moyenne proportionnelle entre les deux segments que 
l'orthocentre détermine sur une hauteur du triangle : elle est, 
par suite, égale au carré p* du rayon du cercle conjugué. 

Pour obtenir le point P', jumeau d'un point donné P, on 
pourra denc employer l'une des deux méthodes suivantes : 

10 Prendre le point P, inverse de P, puis le point % trans- 
formé par rayons vecteurs réciproques (centre 0, puissance 
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-4- R*) de P, enfin le point îSj inverse de jjS. Le point xrfj est 
le point cherché P' ; 
ou bien: 

2® Prendre le point zrf', transformé par rayons vecteurs 
réciproques, (centre H, puissance — p*) de P, puis le point vi^ 
inverse de de xrf', enfin le point tt, transformé par rayons vec- 
teurs réciproques (centre H, puissance — p*) de xrfg- '^ sera le 
point cherché P'. 

Représentons par I et par R, respectivement, les transfor- 
mations par points inverses et par rayons vecteurs réciproques. 
Indiquons en particulier par Ro et. R;^ les transformations à 
centre et H dont il vient d'être question. Avec ces notations 
on peut dire que la tranformation de M. Schoute est la succes- 
sion de trois transformations quadratiques IRoI ou R^IR^. Donc 
la succession IB^IR^IR^ de ces six transformations quadra- 
tiques ramène chaque pointa sa place primitive. 

Au moyen de la transformation R JR^i, M. Schoute a montré 
que si Ton prend le transformé îrf' d'un point P, dans le sys- 
tème Rft, les points V et vi' sont deux points inverses, le 
triangle orthocentrique HaHbHc étant le triangle de référence. 

La décomposition de la transformation de M. Schoute en 
trois transformations quadratiques permet de se rendre compte 
des résultats indiqués précédemment et d'en prévoir de nou- 
veaux (*). 

(A suivre^) 

(*) Une autre combinaison de six transformations qui forment un cycle 
fermé a été indiqué par M. Gapelli (Rendiconti dd Circolo McUematico dt 
PcUermo, 18$7| tome I, p. 48). Les points Brocardions en sont un autre 
exemple. 

Dans le tome II des Wùkundige Opgaven se trouve la question suivante, 
proposée par M. Neuberg : • 

On donne un point O dans le plan dun triangle ABC. Les droites OA, OB, 
OC rencontrent les côtés opposés en A', B', G'. Par A', B', G' et deux autres 
points D) E du plan on fait passer une conique qui coupe BG, GA, AB pour la 
seconde fois en A", B", G". Prouver que AA", BB*^, GG'' passent par un même 
point O' qui forme avec une transformation birationnelle involutive. Décom- 
poser cette transformation en transformations quadratiques, Ge problème 
a été résolu: analytiquement, par M. Neuberg; géométriquement, par 
M. Schoute. La transformation est du huitième ordre; elle est décom- 
posable en trois transformations quadratiques. 
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EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug* Bontla* 

(Suite.) 



169. — Soient 0, 1, F, F, I'", A', B', C, to ce7i/rc« du ccrcte 
circonscrit, du cercle inscrit et des cercles ex4nscrits, et les pieds 
des hauteurs d'un triangle ABC; les droites : TA', l'^B', T'C, 01, 
concourent au même point. 

Les écniations des trois premières droites sont : 

aj(co8 G — cos B) — y cos B + iJf ces G = o, 

X cos A + |/(cos A — cos G) — s cos G = o, 

— X cos A H- y cos B + 5f(cos B — cos A) = o; 

elles se coupent au point 

X y g ^ 

CosB + cos G— -cos A"~cos A+cos G— cos B""cos A + cosB — cosG 
qui est situé sur 01. 

170. — Soient M, un points A^ , B^ , C^ ses projections ortho- 
gonales sur les côtés du triangle de référence. On a quel que soit M 

(ABi cos A - AGi)(BGi cos B - BAi)(CAi co« G - CB^) 
= (AGi cos A - ABi)(BAi cos B - BGt)(GBi cos G - GAJ. 

171. — Le lieu géométrique des points tels que 

MÂB* + STbG* + MGÂ* = - S», 

9 
(Sy aire de ABC) est une ellipse de centre G. 

Son équation est : 

2^a^x* — S^abxy = o. 

172. — Une droite harmoniquement associée au point dont 
les coordonnées barycentriques sont ol^, Pi, y^, coupe les côtés 
du triangle de référence en A', B', G'; les circonférences ABG, 
A'B'G, A'G'B, B'G'A, se coupent en un même point M. 

Ge théorème de géométrie est bien connu. 
Les coordonnées normales de M, sont 
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AppUcaiion : Si Â'B'G' est la droite de Longchamps, M est le point de 
Steiner. 

Si A'B'C est la transversale inverse du diamètre de Brocard KO, M est 
le point de Tarry. . 

173. — Sommer la suite : 

S = 1.2 — 2.3-t-3.4 — 4.5 + ± n(n — i). 

' On trouve aisément que : 
Si Ton s'arrête à un terme de rang n pair : 

2 
et si l'on sVrÔte à un terme de rang n impair : 

2 

174. — Si un nombre est terminé par 5, m quatrième puis- 
sance est terminée par 0625. 

176. — Résoudre l'équation : 

3(x 4- b — a)(x -4- a — b)(x — a — b) 
4- 4(ax* 4- bx" -4- a*x -4- b*x 4- a'b 4- ab») = o. 

Le premier membre peut s'écrire; identiquement : 

(a? 4- a4- 6)[3x* — 2aj(a 4- 6) 4- 3a» 4- 36» — 2o6] = o. 

176. — Vérifier les égalités 

I 3 5 2n — I 



2 2.4 2.4.6 2.4.6. ..211 

I I 2 3 n 



2 1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3.5. ..(2n 4- i) 

Elles résultent de lldentité 

Oj aïOj a}. a,. Os 

où a,, a,, 03.... représentent successiveir.ent : 
1" la suite des nombres pairs, 
2" la suite des nombres impairs. 

177. - Si l'on pose ; P s: (A - B)(B - G)(G - A), vérifier que : 
SA«(G - B) s: P, 
SA»(C-B)=:PSA, 
5:A*(G - B) s: P(SA» 4- SAB), 
SA»(G - B) s: P(EA» 4- SA'B 4- ABG), 
SA«(C - B) =: P(SA* 4- SA«B 4- 2i»B« 4- ABCSA), 
2A^(G - B) s: P(SA»4-SA*B^A»B«-*-ABGSA*4-ABGSAB), 
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EAW-BWP/ 2:A.' + SA'B + EA»B« + SA'B» \ 
ia [yj jj; _ r y^ j^^GJA.* + ABGSA.'B + A.«B»G»/ 



et, en général : 



G*— B» 

A*-« + A"-3 



EA«(G-B) = P| ^ C»-B» G»-»-B-^ 

ou rSA"-« + 2A"-'B+SA»-^ 

SA«^G - B W P + ABGiSA-^ 
iA (G - B) = P ^A.B'G«(SA"^ 




Dans- chaque ligne de cette formule, on doit s'arrêter au 
moment oh l'on serait amené à écrire un exposant de B supé- 
rieur à celui de A; de plus, si n est de la forme 2 + 3m, le 
signe I], où A figurerait avec l'exposant o, doit être remplacé 
par l'unité. ^^ suivre.) 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(Concours de 1891.) 



Mathématiques élémentaires. 

Od donne une sphère S et deux droites D, D^ tangentes à cette sphère. 

1* Par un point quelconque de la droite D on mène les droites G et G' 
qui touchent la sphère S et rencontrent la droite D' ; démontrer que 
les points de contact des droites G et G' avec la sphère S décrivent deux 
cercles G et G' ; 

2» Démontrer que les droites G, qui touchent la sphère S en des points 
situés sur le cercle G, sont tangentes à une infinité de sphères 2 ; 

3* Trouver combien il y a de sphères S tangentes à un plan donné Q. 
Discuter le problème et chercher le lieu des traces des droites G sur le 
plan Q. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



(SESSION DE JUILLET 1891, PARIS) 

7 Juilleti — 1« Diviser une droite en moyenne et extrême raison. 
2* Gonstruire et calculer le rayon du décagone régulier inscrit dans 
une circonférence de rayon R. 



J 
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3** Un corps pesant est lancé d^une hauteur h au-dessus du sol arec 
une vitesse v^ dirigée verticalement de bas en haut. Quelle vitesse aura- 
t-il en tombant sur le sol? 



8 juillet — 1» Un triangle isoscèle BAC dans lequel AG = AB = 6 
tourne autour d'un axe Bx situé dans son plan, passant par le sommet B 
et ne traversant pas la surface du triangle. Calculer le volume engendré 
par ce triangle en fonction de l'angle a que fait l'hypoténuse BC avec 
l'axe Bx. Déterminer a de façon à rendre ce volume maximum. 

2"» Définition et propriété de la sous^normale à une parabole. 

40 juillet. — 1« On donne dans un triangle ABC la base BC = a et 
la hauteur h du sommet A ; ou mène la droite B'C parallèle à BC à dis- 
tance a; de BC ; on joint B'C à un point A' de BC. On demande de calculer 
le volume V engendré par le triangle A'B'C Maximum de V. 

â"" Une tige de hauteur &, dirigée suivant la verticale d'un lieu dont la 
latitude est 9, est exposée aux rayons du soleil. On demande de trouver 
les longueurs ^ et T de l'ombre portée par la tige à midi vrai aux jours 
des solstices d^biver et d'été. On suppose connue l'obliquité de l'éclip- 
tique (o. 

i6 juillet, — l"* Étant donnés deux points A, B, étudier la variation 
de l'angle AMB sous lequel on voit, d'un point M, le segment AB quand 
ce point M se déplace sur une droite DD' donnée et perpendiculaire à AB* 

On donne AC = a, BC = 6 ; on prendra MC = x comme variable. 

2<> Étant donné une droite par ses projections, construire l'angle qu'elle 
fait avec la ligne de terre. 

20 juillet. — 1« Formule des annuités. 

S** Etant donné un carré ABCD trouver sur le coté CD, ou sur son 
prolongement deux points E, F tels que le segment ËF soit vu du point B 
sous un angle a. 

Entre quelles limites peut varier a? 

a» 
Rep. En posant CF=^x, on a EC= — ; a désignant la longueur du côté 

X 

du carré donné. 

D'ailleurs a = EBD — FBD ; 

,. , , tgEBD- tgFBD 

^^^ ^g^ = i+tg EBD tgFBD ' 

Mais tgEBD=H--> 

X 
. —-^_ X 

tgFBD= I 

a 

Finalement, en posant pour abréger l'écriture 

tga = K, -=X, 

a 
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N.i-x-,] = 



on a Kh-h:^ — X--i| = X-4-:^» 

ou X»(i -4- K) — KX + I -- K = o. 

La discussion porte seulement sur le discriminant de cette équation, 
parce que X peut varier de — a> à H- oo . 

On trouve ainsi K* — 4(1 — K*) > o, 

ou K*>r 

5 

La tangente trigonométrique de l'angle a doit donc être, en valeur 

2 
absolue, supérieure à -=. 

yjb 

^jmliet. — 1*" Couper une sphère par un plan P de telle façon que le 
volume de l'un des segments à une base ainsi obtenue soit un volume 
du cylindre ayant marne base et même hauteur que le segment dans un 
rapport donné m. 

On prendra pour inconnue la hauteur du segment. 

2* Jour solaire moyen. Sa définition. 



QUESTION 369 

Solution et généralisation par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



On donne un triangle rectangle isoscèle AOB, dont les côtés de 

l'angle droit OA, OB sont égaux à a -*- y/a» -*- h*. Du point 0, 
comme centre^ avec h pour rayon, on décrit un cercle qui coupe 
Vhypoténuse AB aux points G, G'. 

Démontrer que, si Von projette Vun de ces points sur les côtés 
OA, OB, la droite passant par ces projections coupe la bissectrice 

de BOA en un point M tel que OM = a\/2. Celte propriété s'ap- 
plique au triangle A'OB' obtenu en prenant sur les prolongements 
des segments AO, BO des points A', B' tels que 

OA' = OB' = v/a» + h« - a. 
Déduire, de cette remarque, une solution du problème dePappus 
et la discussion qu'elle comporte. (G. L.) 

En désignant par D, E les projections de G, sur OA, OB, on 

a, immédiatement, 

OA = OD-*-OE. 
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Si F est la projection de M sur OA, on a 
MFDF 

ÔÊ""ÔD 
_ DF-hMF _OD 

■^OD+OE~ÔI' 
d'où 

OD.OE=MF.OA. 
D'après cela 

ÔÂ^ = ÔD V ÔË^ 

+ 20D.0E = 

/i«+2MP.0A, 
d'où _ 

MF= — ^ 

2OA 

_2a(a+v/a*-HA*) 

~ 2ÔÂ 

= a; 
et, par suite, 

0M = av/2. 

De môme, OB' = OE' - OB, d'où ÔF^ = A« - 20B'.MF, 

MF _ 8F _ MF - 8F _ 08 
~ 08 ■" OE' - 08 "" ÔF' 
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Fig. 4. 



car 



OE' 

et, par conséquent 

A» - ÔF^ 2a(v/a» + A« - a) 

^^ = -^ÔF- = ^ÔF = ^- 

Inversement; étant donnés le point M et la longueur ED = h, 
on pourra construire OA, OB', et ensuite DE, 8E'. 

La circonférence décrite du centre 0, avec h pour rayon, 
rencontrera toujours A'B' dans le deuxième et le quatrième 

quadrant; car on a A> y/a* + A* — a. Mais pour que cette 
circonférence rencontre AB, il faut et il suffit qu'on ait 

OA 
A > -7=, d'où (A« - 2a«) > 4a«(a« -4- A») 

s/2 

et enfin h > 2OM. 

Générausation. Sur les côtés d'un angle donné BOA et sur le 
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prolongement de Vun de ses côtés OB, on porte OA = 06 = OBj 

= a -4- v/a* 4- h«, 

la circonférence dé- 

crite du centre 0, avec 

h pour rayon, ren- 

contrekB^ en despoints 

H, H', et les parallèles 

à B^B, menées par 

H, H', coupent BA en 

(fes poin^* C, G'. 

La droite DE joi- 

^nan/ tes projections, 

sur les côtés de AOB, 

/at/e^ parallèlement à 

ces côtés, de Vun des 

Pi9- ^« points G, G' est égale 

à h et coupe la bissectrice de AOB en un point M tel que OM 


= a sec — • 

2 

On pourra aussi appliquer cette construction à l'angle opposé 

parle sommet, en prenant OA' = \/q} h- h* — a. 

En effet, puisqu'on a HD = DG = OE, les droites OH, ED 
sont égales et parallèles. On trouve ensuite : OA = OD + OE, 
OD.OE = MF.OA;d'oîi 

OA* = OD* + OE* - 2OD.OE cos + 2OD . OE ( I -h cos 0) 

= A* + 20A(MF + MFcosO) =A* + 2OA.OG; 

OA* — A* 
donc OG = ^n — = a, 




2OA 



et 







OM = a sec — ,etc. 

2 



De là, une solution du problème de Pappus, pour un angle 
quelconque : Étant donnés le point M, sur la bissectrice dun 
angle BOA, et la longueur h, on porte sur les côtés des angles 

adjacents 0A = 0Bi:=a+v/a*4-h*, et OA'=OB'=v/a* + h*-a. 
Si la circonférence décrite du centre 0, avec le rayon h, coupe les 
droites AB^, A'BÎ en des points H ,H ', H ', H'", les parallèles aux 
rayons OH, OH', OH", OH'", m^enées par M, sont les droites 
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cherchées. La circonférence coupe toujours A'Bj; mais pour 
qu'elle coupe aussi ABj, il faut et il suffit qu'on ait h > AK; 
or, QMP étant parallèle à AB, on a 

MP.OA 



AK = 



XP 



GP 
d'où . ^^* = S ^^*- 



Par suite, 



h^> -7^ (2a» 4- A» + 2a\/ânn^) 



OP 
ce qui, après des réductions faciles, donne p > PQ. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



405. — Deux circonférences sont tracées et Tune d'elles 
passe par le centre de l'autre. 

Cionstruire, en ne faisant usage que de la règle : 

1® Les centres de ces circonférences, 

^ Leurs centres de similitude, 

3® Les tangentes communes et leurs points de contact. 

(B. Sollertinsky.) 

406. — DE étant une corde de la circonférence circonscrite 
à un triangle ABC ; F, G les points de rencontre de DB, DG avec 
une sécante variable AZ; H, E les points oîi les parallèles 
à DE par F, G rencontrent AE. Quel est le lieu de l'intersection 
M des droites BH, GK, lorsque AZ tourne autour de A? 

(Bernés.) 

407. — Deux ellipses égales et de même centre ont leurs 
grands axes perpendiculaires; P est un point quelconque de 
la première, Q et Q' les points de la seconde oîi les tangentes 
sont perpendiculaires à OP, et M, M' les points milieux de 

PQ. PQ'. 
a et b étant les demi-axes des deux ellipses, démontrer que 



o 


d„ 


rfi. 


du 


d,l 





rf.. 


du 


dn 


d„ 





ds* 


d« 


d.i 


d*a 






192 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

OMPM' est un parallélogramme dont les côtés sont et 

, et dont les bissectrices des aneles ont les directions 

2 

des axes des deux courbes. (Laisant.) 

408. — Al, Aj, A,, A^, étant quatre points pris sur une 
sphère, le déterminant 



D = 



n'est jamais positif. (Nota. — Le symbole dut représente le 
carré de la distance des points A<, Aj^.) (L. Bénezech.) 

4D9. — Sur deux droites données, issues du sommet du 
triangle ABC, déterminer un couple de points antigonaux (ou 
jumeaux). (Bernés,) 

410. — Si, sur deux droites anti-parallèles relativement à 
Tangle A du triangle ABC et issues du sommet A, on considère 
deux couples de points inverses M et M', N et N', le second 
point d'intersection des circonférences AMN', ANM' est sur la 
circonférence ABC. (Bernés,) 

RECTIFICATIONS ET ERRATA 

P. 42, dernière ligne. Au lieu de jumeaux, lisez points tripolairement 
associés. 
P. 116, 1. 4 (en remontant). Au lieu de BC Usez BC (ûg. 2). 
P. 117, 1. 10 — — MPB — MBP. 



P. 148, 1. 11 — — à BC — au milieu de BG. 

1 

2 



P. 158, n- lb6 - î Sr — 2S(2R -+- r). 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 



IMPRIMERIB CENTRAUI DBS GHBMINS DB FBR. — IMPRIMBRIB GHAIX. 
RUB BBRGBRB, SO, PARIS. — 15494-7-91. 
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NOTE SUR LA. SOMME ET LE PRODUIT 

DE DEUX NOMBRES ENTIERS POSITIFS 
Par M. Charles Miehely élève au Collège Ghaptal. 



Théorème I. — 1. Quand la somme de deux entiers positifs 
di et h est plus grande que leur produit^ Vun au moins de ces 
nombres est égal à Vunité. 

Soit 6 > 1, et soit 
(1) aô < a 4- 6. 

Je dis que a = i . 
En effet, de l'inégalité (1) on tire 

0(6- i)<6 
ou, en divisant par le nombre positif h — i, 

i 

a< I 4-7 

6— I 

Le maximum de i 4- t a lieu pour le minimum de b: 

6— i 

c'est-à-dire pour 6 = 2. Donc a, étant un nombre entier infé- 
rieur à 2, est égal à i. 

2. — Si 6=1, l'inégalité (1) est vérifiée pour toutes les 
valeurs de a. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que le produit 
de deux nombres entiers soit inférieur à leur somme est qu^ Vun 
de ces nombres soit Vunité. 

3. — Maximum de Vexpression a 4- b — ab. — Nous avons vu 

que a 4- 6 peut être supérieur à ab; ainsi, le maximum est 

positif. Mais alors l'un des nombres a est i, et 

a 4- 6 — a6 = i, 
quel que soit b. 

Le maximum cherché est donc égal à l'unité. 

Ainsi, la somme de deux nombres entiers ne peut surpasser leur 

produit de plus dune unité. 

JOURNAL DK MATH. ÉL^M. — 1891. 9 
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4. — Si Ton a la relation a -h 6 — a6 = i , Tan des nombres 
est éga] à i . Car Téquation peut être écrite ainsi 

(a- i)(6- i) = o, 
et cette égalité exige que a, ou b, soit égal à i . 

Théorème II. — 5. Deux fractions irréductibles qui ont 

pour àomme un nombre entier ont même dénominateur. 

oc u 

Soient les deux fractions irréductibles - ? - dont la somme 

y V 
est un entier m. 

On a 

(1) - H- - = m 

y V 

X my — X 
or -4- _£ = 1^1. 

y y 

Donc fny^:x^u^ 

y V 

y divise my et ne divise pas x ; donc y ne divise pas my — œ. 

nftii "~~ ce u 

Les deux fractions égales — et - sont donc irréduc- 

tibles et leurs dénominateurs sont égaux. 
Autrem£nt. — De l'égalité (1) on tire 

XV -^uy = mvy; 
V divisant le second membre divise le premier; par suite, 
uy; étant premier avec m, il divise y. On voit de môme que y 
divise u. Donc y = v. Cette condition n'est pas suffisante, mais 
comme elle est nécessaire, deux fractions irréductibles qui nont 
pas même dénominateur ne peuvent avoir pour somme un nombre 
entier. 

Théorème III. — 6. Deux nombres entiers, dont la somme 
est égale au produit, sont égaux à 2. 
De l'égalité 
(1) a-hb=:ab, 

on tire - + - == i . 

a b 

Les fractions irréductibles - > - ont donc même dénomina- 

à b 

teur. On a 6 = a; et, par suite, b = a = 2. 
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Autrement, — De (1) on tire 

b I 



a = = I 



6-1 b- i 

7 doit être entier, — 6 ne peut donc prendre que la valeur 

2; alors a = 2. 

Problème. — 7. Dans quels cas la somme de deux nombres 
entiers est-elle divisible par leur produit? 
Le problème revient à résoudre en nombres entiers Téquation 

ce -h y = xyz. 

On en déduit - + - =1 z. 

X y 

2 
Par suite (théorème II), a? — y. Alors z=^—\ x ne peut 

prendre que les valeurs 1,2, qui donnent pour z les valeurs 2, i . 

On a donc les deux solutions 

l® X =:y = 2, z=i (voir le théorème III) 

2® x = y = i, z = 2. 

Il résulte de là que la somme de deux nombres entiers inégaux 
n*estjam>ais divisible par leur produit. 

Théorème IV- — 8. Quand le produit de deux nombres 

a, b est plus grand que leur somme, la somme et le produit sont 

plus grands que 4. 

On suppose 

aô >a + 6, 

et, par suite, a'6* > (a + 6)'. 

Mais, on a 

(1) {a + b)^>4ab. 

Donc a fortiori a^b^ > 406, 

d'où ab > 4. 

L'inégalité (1) prouve alors que Ton a 

(a 4- 6)» > 16 
ou a + 6 > 4. 

Remarque. — Dans le cas particulier où les nombres sont 
entiers, on peut donner la démonstration suivante : 

Le produit étant plus grand que la somme, les nombres 
sont plus grands que l'unité (théorème I) et ne sont pas égaux 
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simultanément à 2 (théorème III). La somme et le produit des 
deux nombres sont donc plus grands que 4. 

Théorème V. — 9. Si le produit de deux nombres entiers 
Qieth est plus grand que 4, ces deux nombres étant différents de i , 
il est plus grand que leur somme. Car si ab était plus petit que 
a 4- 6, l'un des nombres serait i ; et si ab était égal à a -h 6, le 
produit serait 4. Donc, etc. 

On peut démontrer ce théorème directement, en observant 
que les deux nombres se mettent sous la forme 2 + a, 2 + p, 
a et p étant des entiers, non nuls simultanément. 

Le théorème en question peut encore s*énoncer ainsi : 

Quand deux nombres ne sont pas inférieurs à 2, et ne sont pas 
égaux à 2 simultanément y leur produit est plus grand que leur 
somme. 

En particulier ; 

Quand deux nombres inégaux sont différents de i , leur pro- 
duit est plus grand que leur somme. 

Enfin, dans cet ordre d'idées, nous traiterons un dernier 
problème. 

10. — Résoudre en nombres entiers^ positifs, Véquation : 
(A) xyz z=x-h y-h z. 

Les inconnues sont deux à deux inégales. En efifet; je dis 
que si Ton donne à ^ et à ^ une même valeur a, x ne peut pas 
être un nombre entier. 
L*équation proposée deviendrait en effet 

X -h 2a = xa^ ; 
2a (a + i) -h(a — i) I I 



a* — I (a-H i)(a — i) o -h i a — i 
Or, d'après le théorème II, les fractions irréductibles 



a H- I 



et , qui ont des dénominateurs inégaux, ne peuvent 

avoir pour somme un nombre entier. 

Les nombres x, y, z sont donc inégaux deux à deux. Soit a; 
le plus petit. Alors les deux autres t/, z sont différents de i ; 
car, si l'un était égal à i , ou il serait plus petit que x, ce qui 
est contraire à l'hypothèse, ou il serait égal à ce, ce qui est 
impossible. 
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Donc les nombres y et z étant différents de i , et non égaux 
simultanément à 2, leur produit est plus grand que leur somme 
(théorème V), On a 

(1) yz>y-¥z. 

Multiplions les deux membres decetteinégalitéparoj; il vient 

xyz > x{y -h z) 
d'où, d'après (A), x -^ y + z> x(y + z). 

L'inégalité (1) donne encore : 

x-hyz^x-hy-hz ou x-h yz> xyz. 

Dans les deux cas, on obtient deux nombres {x, y-\-z, dans 
le premier cas ; x, yz dans le second) dont le produit est plus 
petit que la somme; l'un de ces nombres est donc égal à i 
(théorème I) et comme y -¥ z etyz sont différents de i , on a 

ce — I. 

Il reste alors à résoudre l'équation 

i -hy-hz = yz, 

qui donne z = = i -h 



2/- I y- i 

2 

doit être un nombre entier. Par suite, on a seulement deux 

y-i ^ 

hypothèses à faire : 

j/ — I = I , d'où y = 2 et js = 3 ; 

et y — I = 2, d'où y = 3 et z=2. 

Ces deux résultats rentrent l'un dans l'autre, et le problème 

ne comporte qu'une solution (i, 2, 3). 



TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bernés^ 

{Suite, voir page 175.) 



THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES POINTS CONJUGUÉS, SUR LE TRANSFORMÉ 
RECTILIGNE d'uN TRIANGLE ET SUR LE TRANSFORMÉ d'uN CERCLE 



!. — Le théorème que les transformés de deux points symé- 
triques relativement à BG s&nt conjugués est susceptible d'une 
généralisation importante, toute différente de celles qui vien- 
nent d'être indiquées. 
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Remarquons d'abord que si deux points M, N sont con- 
jugués relativement à un triangle, ils le sont relativement 
à tout triangle inscrit au même cercle, de sorte que, faisant 
abstraction du triangle, on peut dire qu'ils sont conjugués 
relativement au cercle. La propriété par laquelle nous les 
supposons définis, c'est qu'ils divisent harmoniquement un dia- 
mètre du cercle, ou ce qui revient au même, que le rapport des 
distances de ces deux points, à un point variable P, du cercle est 

PM 

constant: — = K. Si G est Je centre du cercle et p son rayon. 



cette constante est égale à ^^^^ ou p~p ou K/ y^ • Leur 



GM p /GM 

situation relative consiste à être en ligne droite avec G, d'un 
même côté de G, et à des distances telles que GM. GN = p*. 



Théorème. — Lorsque deux points M, N sont conjugués 
relativement à un cercle G, leurs transformés m, n sont conju- 
gués relativement au cercle G', transformé du cercle G (*). 

PM 
La relation caractéristique r^ = K , devient en effet, en 

appelant p le transformé de P : 

pw An _ P^ _ T7- '^^. 

pn km ' pn An ' 

relation qui montre que m, n sont conjugués, relativement 
au cercle G'. 

Dans le cas particulier où le cercle G passe par A, la con- 
stante K est égale à-r-rr ou t- \ alors K. -— est égal à i, et 

° AN km kn ® 

Ton a, pour tout point p de la droite qui est alors la transformée 
da cercle, pm = pn, c'est-à-dire que w et n sont symétriques 
relativement à cette droite. On est ainsi conduit à regarder 
deux points symétriques, relativement à une droite, comme 
conjugués relativement au cercle, de rayon infini, qui se con- 
fond avec cette droite. A priori, d'ailleurs, la droite mn, formée 
par ces deux points symétriques, détermine, sur ce cercle de 
rayon infini, un diamètre dont Tune des extrémités est le milieu 

(*)La démonstration donnée par M. Gob du théorème préliminaire 
s'applique, ici, sans modification. 
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de la droite, l'autre étant à l'infini ; m, n divisent donc harmoni- 
quement ce diamètre, et doivent être considérés comme conju- 
gués relativement au cercle. On voit ainsi comment le théorème 
relatif aux transformés de deux points symétriques sur BG 
rentre, comme cas particulier, daos le théorème général que 
nous venons d'établir. 

Le même théorème peut s'énoncer ainsi : Tout cercle qui a 
son centre sur MN et qui divise MN harmoniquement a pour trans- 
formé un cercle qui a son centre sur mn et qui divise mn harmo- 
niquement. 

Il importe aussi d'observer que, si le cas particulier de 
deux points symétriques relativement à BG se rapporte spé- 
cialement à Vinversion symétrique, en ce qu'il suppose que BG 
et le cercle ABG sont les transformés l'un de l'autre, le théo- 
rème général subsiste, aussi bien dans l'inversion ordinaire 
que dans l'inversion symétrique, 

Corollaire. — Lorsque deux cercles G, G^ sont tels que cha- 
cun d'eux est le lieu des conjugués des points de Vautre, relativement 
à un cercle 0^; les transformés G', GJ, de ces deux cercles 
jouissent de la même propriété, relativement au cercle Oî, trans- 
formé de Oj. 

D'abord, le lieu des conjugués des points M d'un cercle G 
relativement au cercle 0^ est un cercle G^. Gar, si Mi est le 
conjugué de M, on a 

OiM.OiMi = Rf, 
en appelant Ri le rayon du cercle Oj. Ainsi, M^ est le point 
inverse de M relativement au pôle 0^, la puissance d'inversion 
étant Rf , donc le lieu de M^ est un cercle G^. Gela poséles trans- 
formés m, TWi de M, M^ sont, d'après le théorème en question, 
conjugués relativement au cercle 0\. Donc les cercles G', Gi , 
sont tels que chacun d'eux est le lieu des conjugués des 
points de l'autre relativement au cercle 0\ . 

Cas particulier, — Si l'on considère un cercle G, passant par A 
et le symétrique G^ de ce cercle relativement à une droite L, 
les transformés G', G'i de ces deux cercles auront leurs points 
deux à deux conjugués, relativement au cercle transformé de 
la droite L. 
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Comme exemple prenons le cercle ABC et le cercle HBG 
passant par Torthocentre H. On sait qu'ils sont symétriques 
relativement à BC. On voit aisément que le transformé du 
cercle HBG est le cercle OBG ; et comme BG et la circonférence 
ABG sont transformés Tun de l'autre, on en conclut que le 
cercle OBG est le lieu des conjugués de la droite BG, relative- 
ment au cercle ABG; ce qui se vérifie sans peine. 

RELATIONS CONCERNANT LES CENTRES DE DEUX CERCLES, SYMÉTRIQUE- 
MENT INVERSES, ET LES TRANSFORMÉS DE CES CENTRES 

Parmi les couples de points conjugués relativement à un 
cercle G, il faut noter particulièrement le couple formé par le 
centre G et un point quelconque à Tinfini. Le point à l'infini 
a pour transformé le point A; d'oh cette proposition : 

Le centre G cFun cercle a pour transformé g point conjugué de A 
relativement au cercle & qui est le transformé du cercle G, c'est- 
à-dire un point tel que le rapport des distances de tout point du 
cercle G' à ce point g et au point A est constant. 

De même, si g" est le conjugué de A relativement au cercle G, 
le centre G' du cercle G' est le transformé du point g\ 

En partant du cercle G dont le centre et le rayon sont 

supposés connus, on a g' par la relation Aj.AG = ôc/ ^par 

la relation Gj'.GA = p* laquelle peut se mettre sous la forme 

Agf'. AG = A«, oîi A^ désigne la puissance de A relativement 

AG' bc 
au cercle G; puis G' par la relation A.G\kg'= bc, ou -r--^ = t-* 

Gette dernière relation, en y permutant les deux cercles, se 

complète ainsi : 

AG' _bc ^ Ae, 

ÂG "'â;'^'^"* 

Quant au rayon p' de la circonférence G', outre qu'il résulte 
de la connaissance de Âg^, il est donné par cette proposition 
à noter : les rayons p, p' sont proportionnels aux distances AG, 
AG'. Si, en effet, P est un point quelconque du cercle G et 
p son transformé, on a, puisque j et A sont conjugués relati- 
vement au cercle G', 

P9 _^ 9 

kp AG'* 
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Or d'après la règle de transformation, 

pk AG AG' 

^^^^ ^ = Â^- 

Ce résultat est évident dans Tinversion ordinaire, oîi A est 

un centre de similitude des deux cercles ; il subsiste donc dans 

rinversion symétrique. On en tire, pour l'expression directe 

bc 
de p' en fonction des données : p' = p. — • 

Un autre point à remarquer est que les deux droites AG, AŒ 
sont antiparallèles, car AG', par exemple, contient le trans- 
formé de g de G. Gela résulte aussi de ce que dans l'inversion 
ordinaire, ces deux droites sont en coïncidence. 

Cûw particulier. — Dans le cas particulier oîi le cercle G 
passe par A et oh, par conséquent, le cercle G' devient une 
droite, le transformé du centre G est le symétrique de A relative- 
ment à cette droite. Le centre G' est à l'infini, et (f coïncide 
avec A. 

Remarque. — Observons encore que tous les cercles qui ont 
même centre G ont pour transformés des cercles qui tous ont leur 
centre sur Ag et divisent Ag harmoniquement. Etj réciproquement ^ 
les transformés de tous les cercles qui jouissent dé cette propriété 
sont des cercles qui ont pour centre commun G. 

XII. — On peut parvenir au même théorème sur les trans- 
formés de deux points conjugués par de simples considéra- 
tions angulaires, qui vont nous fournir un autre théorème 
important. 

RELATIONS ANGULAIRES ENTRE UN TRIANGLE ET SON TRANSFORMÉ 

REGTIUGNE 

Nous entendons par transformé rectUigne d'un triangle DEF 
le triangle rectiligne qui a pour sommets les transformés d, e, f 
des sommets du premier. Le transformé curviligne serait le 
triangle curviligne qui aurait pour côtés les arcs de cercle 
qui sont les transformés des côtés du premier, ses sommets 
seraient toujours d^ e, f. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉK.— 1891. 9. 
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Lemme. — Si e, f, m sont les transformés de trois points 
E, F, M, Vangle sous lequel, de m, on voit ef, est égal à la diffé- 
rence des angles sous lesquels EF est vu de VL et du pôle A : 

(me, mf) = (ME, MF) - (AE, AF). 

On a en effet 

(me, mf) = {me, mk) + (mA, mf) ; 
Or les triangles kme, AEM étant directement semblables, 
(me, mA) = (EM, EA) ; et la similitude directe de Am/*, AFM 
donne (mA, mf) = (FA, FM). 
Donc 

(me, mf) = (EM, EA) + (FA,FM) = (ME, MF) - (AE, AF). 
Remarque. — Comme les triangles AEF, kfe sont sem- 
blables, on peut remplacer (AE, AF) par (A/*, Ae) ou — (Ae, kf) 
et Ton aurait aussi : 

(ME, MF) = (me, mf) - (Ae, kf). 
Dans l'inversion ordinaire, oîi les triangles employés sont 
symétriquement semblables, la même explication donnerait 
(ME, MF) + (me, mf) = (AE, AF) = (Ae, kf). 

Corollaire. — Si D, E, F désignent les angles du 
triangle DEF et D', E', F' ceux du triangle def, on a les 
relations : 

D' = D-(AE, AF) E' = E-(AF,AD), F' = F - (AD, AE); 
ou bien 

D = D' - (Ae, kf) E = E' - (A/*, Ad), F = F' - {kd, Ae). 

Ces relations montrent que DEF, def ne peuvent être direc- 
tement semblables. La condition pour qu'ils soient symétri- 
quement semblables est (AE, AF) = 2D, (AF, AD) = 2E. Ceci 
entraîne (AD, AE) = 2F, c'est-à-dire que A doit être le centre 
du cercle DEF et, par suite, le centre du cercle def. 

Remarque. — Il convient de noter les relations qui con- 
cernent les côtés. 

On a ef = 



d'où 



ou bien 



AE.AF' 
ef fd de bc 



EF.AD FD.AE DE.AF AD.AE.AF 

EF _ FD _ DE _ bc 
ef.kd " fd.ke " de.kf "" kd.ke.kf' 
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Nous arrivons ainsi au théorème que nous avons principa- 
lement en vue. 

Théorème. — Si Von cmsidère un triangle DEF et son trans- 
formé rectiligne def, et deux points quelconques M,m transformés 
Vun de Vautre, le triangle podaire de M, relativement à DEF, et 
le triangle podaire de m, relativement à def sont directement 
semblables. 

Désignons en effet par X, [x, v les coordonnées angulaires de 
M, relativement à DEF, et par X', fx', v' celles de m, relative- 
ment à def. 

On a, d*après le lemme, 

X' = X - (AE, AF) 
et D' =D - (AE, AF) ; 

d'où X'-D' = X-D. 

De même, {jl'-E' = {jl-E, v'-F' = v-F. 

Or X — D, [JL — E, V — F sont les angles du podaire de M 
relativement à DEF, et X' - D', jx' - F, v' - F' les angles du 
podaire de w, relativement à def. Donc ces deux podaires sont 
directement semblables. 

Remarque. — Si M' est l'isogonal de M relativement à DEF, 
m' l'isogonal de m relativement à de/*, le théorème pourrait 
encore s'énoncer sous cette forme : les coordonnées angulaires 
de M', relativement à DEF, sont respectivement égales aux coor- 
données angulaires de m\ relativement à def. 

Cas particulier. — Si DEF coïncide avec ABC, le triangle 
de/* devient XBG oîi X désigne un point quelconque à Tinfini. 
De là cette proposition, facile à vérifier directement : Si par 
B et G on trace deux parallèles quelconques et qu'on projette un 
point m eti q, r, sur la première et la seconde de ces droites^ et en 
p sur fiC, le triangle pqr reste constamment semblable à lui-même^ 
quelle que soit la direction des parallèles; il est semblable au 
podaire de M relativement à ABC, M étant le transformé de m. 

Nous retrouvons aussi, par là, le théorème sur les points 
conjugués, qu'on peut énoncer ainsi : Si M, N sont conjugués 
relativement o un triangle DEF, leurs transformés m, nie sont 
relativement au transformé rectiligne def de DEF. 

En effet X, [x, v ; X', \l, v' étant les coordonnées angulaires 
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de M relativement à DEF, de m relativement à dé?/^; et X^, [x^, v^; 
Xi, t^i, vi celles de N et n relativement aux mêmes triangles 
les égalités 

X-D = r-D', Xi-D = x;-D', 
donnent X + X^ — 2D = X' + Xj — 2D\ 

Or, par hypothèse, X + X^ = 2D; 
donc X' + XÎ = 2D' ; 

et de même jx' + ^[ = 2E', v' + vi = 2F. 

Donc m, n sont conjugués relativement à de/. 

Théorème. — Lorsque deux triangles DEF, GHK sont 
directement semblables, la condition pour que leurs transformés 
def ghk fe soient aussi, c*est que le pôle A soit le point autoho- 
m^ologue des deux triangles donnés. 

Appelons encore D, E, F ; D', E', F' les angles de DEF, def^ 
et, de même. G, H, K ; G', H', K' ceux de GHK, ghk. On a 
D' = D - (AE, AF), G' = G - (AH, AK). 

Comme on a D = G et que D' doit égaler G', on en conclut 

(AE, AF) =. (AH, AK). 
De même 

(AF, AD) = (AK, AG), (AD, AE) = AG, AH). 

Or, si A' est, dans GHK, Thomologue de A, dans DEF, on aura 

(A'H, A'K) = (AE, AF), (A'K, A'G) = (AF, AD), (A'G, A'H) 

= (AD, AE). 

Les points A et A' ont donc les mêmes coordonnées angu- 
laires relativement au triangle GHK, donc ils coïncident et A'^ 
se confond avec A. Ainsi, A est le point autohomologue des 
triangles donnés, et par suite aussi de de/, ghk. Il est évident 
d'ailleurs que cette condition nécessaire pour la similitude de 
defj ghk est aussi suffisante. 

Le raisonnement est en défaut lorsque les coordonnées 
angulaires de A' relativement aux triangles GHK sont égales 
aux angles G, H, K de ce triangle ; alors, de l'égalité des coor- 
données de A et A', on ne peut conclure l'identité de ces 
deux points. Le point A est simplement, dans ce cas, un point 
commun aux circonférences DEF^ GHK. Mais alors ces circon- 
férences ont pour transformées des lignes droites, les deux 
triangles def, ghk se réduisent à des droites ; ce qui résulte 
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d'ailleurs aussi, de ce que, dans ce cas, D , E', F', G', H', K' 
sont nuls. La similitude des deux figures def, ghk exige ici 
que l'on exprime que les côtés sont proportionnels; alors 
d'après les formules indiquées plus haut, on a 

AD_AE_ AF 

ag"~ah"âk' 

Or si A' est le point de GHK homologue à A dans DEF, 

A'G A'H A'K 



On a 



Donc 



AD AE AF 
A'G A'H A'K 



AG AH AK 

Les deux points A, A' ayant, relativement à GHK, leurs coor- 
données tripolaires proportionnelles coïncident ou sont 
conjugués relativement à ce triangle. Mais A étant sur la 
circonférence GHK est son propre conjugué; donc A et A" 
coïncident; c'est-à-dire que, dans ce cas, particulier encore, la 
condition de similitude est que A soit le point autohomologue 
des deux triangles donnés. 

Transformécurvilignedu triangleDEF .Les sommets sont encore 
d, e, /*, mais les droites ef, fd, de sont remplacées. par les arcs 
qu'elles sous-tendent dans les circonférences Ae/, A/y, kde. 
Les trois angles de ce triangle curviligne sont égaux à D, E, F. 
Et si l'on considère les arcs md, me, mf des circonférences 
mkd, mke, mkf, les angles formés par me, mf, par mf, md, par 
md, me, qu'on pourrait appeler les œordonnées angulaires cur- 
vilignes du point m relativement à def, sont égaux aux coor- 
données angulaires rectilignes X, [x, [v du transformé M, 
relativement à DEF. Ce sont là des conséquences évidentes 
du principe de la conservation des angles dans l'inversion 
symétrique. 

XIII. — Nous terminerons ce qui concerne les points conju- 
gués, par une autre propriété remarquable. 

Théorème. — Si A, A' sont deux points conjugués, rela- 
tivement à un cercle o et L, la perpendiculaire à AA' en son 
milieu; le carré de la distance de tout point M du cercle à l'un 
des points conjugués est proportionnel à la distance PM de la 
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droite L à ce point M. Plus explicitement, on a AM^ = 2Aa).PM, 

Âlî*= 2A'ci).PM. 
Ces relations rentrent Tune dans l'autre, car 

ÂM^ A(o 



5?M* A'(o 

La manière dont Tinversion symétrique s'applique à la 
démonstration est à remarquer. 

Prenons deux points arbitraires B, G sur L, et soient ABC le 
triangle de référence, le centre de la circonférence ABC, R son 
rayon, h la hauteur qui part de A et qui est moitié de AA'. La 
puissance de transformation est bc ou 2R^. 

Les points A, A' conjugués relativement au cercle w, ont 
pour transformés (§ XI) deux points conjugués relativement 
au cercle w', transformé du cercle w ; et, comme le transformé 
de A est à Tinfini, le transformé de A' est le centre du cercle a>'. 
Mais on sait que A', symétrique de A relativement à BG, a pour 
transformé 0; donc est le centre de la circonférence a>'. 
Soit p' le rayon de cette circonférence, et soit m Tun quelconque 
de ses points, supposé le transformé de M. Dans Tégalité 

Om^ = p'», ou Om^ - R« = p'« - R*, on a 

_ k'M.bc _ R.A'M 

ÂÂTÂM ~ AM ' 

., . R*(A'M2-AM') ,, ^, 
d'où — ^ ^ = p'* — R«. 

ÂM^ ^ 

Or A'M^ -^ AM^ = - 2AA'.PM = - 4/1. PM. 

D'ailleurs R* — p'* étant la puissance de A, relativement à 
la circonférence w', on a (§ XI) 

R« - p'* = 6c. -j— = — 

A(o Ao) 

2pM I 

Donc =- = -— , ou AM^ = 2Aa).PM. 

AM^ A.0) 

Une démonstration plus directe s'appuie sur cette proposi- 
tion, dont les applications sont fréquentes, et que nous 
admettrons \ Indifférence des puissances d'un pointM.y relativement 
à deux circonférences I, V est égale, en grandeur et signe, au 
double produit de la distance des centres I F, par la distance de 
Vacce radical au point M. 
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Considérons A comme un cercle réduit à son centre, Taxe 
radical de ce cercle et du cercle w est, comme on sait, égale à 
distance de A et de sa polaire, relativement au cercle w; c'est 
donc la droite L. Si M est un point quelconque du cercle <o, 
sa puissance, relativement à ce cercle, est zéro, et sa puissance 

relativement au cercle A est AM^. On a donc, d'après le lemme, 

ÂM^ = 2Aa).PM. 

La transformation de ce théorème conduit naturellement à 
une propriété de deux points symétriques relativement à BG, 
puisque les transformés de deux points conjugués sont symé- 
triques relativement à BG. Soient F, G deux points symétri- 
ques, relativement à BG, /", g leurs transformés qui sont 
conjugués relativement au cercle ABG, M un point quelconque 
de BG, m son transformé, c'est-à-dire un point quelconque du 
cercle ABG, / la droite perpendiculaire à fg en son milieu, 

p la projection de m sur cette droite, le théorème que - — est 

pm 

constant, se transforme en cet autre, peu simple : Si, sur la 

circonférence qui passe par A et par un point quelconque M 

de BG, et qui est tangente à la circonférence AFG, on prend le 

PF AF FM^ 

point P tel que -— = — j le rapport -^^ est proportionnel au 

rapport -p=,- (A suîvre.) 



SUR LA METHODE DE TRANSFORMATION 

DE M. SGHOUTE 
Par M. Emile Vi|parié. 

{Suite et /în, voir p. 153.) 



11. — On sait que si Ton prend un point P dans le plan du 
triangle ABG, le triangle podaire de ce point sera direct ou 
rétrograde, c'est-à-dire, de même sens de rotation que ABG ou 
de sens contraire, suivant que P sera intérieur ou extérieur au 
cercle ABG. 
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Les points P2, P2 tels, que leurs triangles podaires soient 
inversement semblables, doivent satisfaire aux relations 

AP2_BP2_GP2 

AP, "" BP, ■" CP, * 

Elles prouvent que le cercle ABC est le lieu des points tels 
que le rapport de leurs distances aux points fixes P2, P2 
est constant. La droite P2, P2 passe alors par le centré du 
cercle circonscrit; et les deux points P2, Pi sont conjugués 
harmoniques par rapport à ce cercle ; donc 

OP2.0P2=R«. 

Les points P2, Pj ont leurs coordonnées tripolaires pro- 
portionnelles aux mêmes quantités; ils ont été appelés^ par 
M. Neuberg, poin^ tripolairement associés. Le point P2 est, on le 
voit, le transformé de P, dans le système Rq. Par conséquent : 

La transformation par points tripolairement associés n'est autre 
que la transformation, par rayons vecteurs réciproques, à centre 
et à puissance + R*. 

Nous avons vu qu'on obtient le point jumeau d'un point 
donné en passant par les trois transformations successives 
IRqI; d'après cela, ks points inverses P,, Pg de deux points 
jumeaux P, P' sont des points tripolairement associés. 

Applications. — Les centres isodynamiqueo V, W, inverses 
des centres isogones V,, Wj, sont des points tripolairement 
associés ; leurs coordonnées tripolaires sont proportionnelles 
aux carrés a", 6*, c* des côtés du triangle ABC. 

Dans les groupes de points jumeaux formés par les points 
de Brocard et les isobariques du point de Steiner, les points 
de Brocard sont inverses l'un de l'autre ; donc les inverses des 
isobariques du point de Steiner forment, avec les points de 
Brocard, deux groupes de points tripolairement associés. Les 
coordonnées tripolaires (X, T, Z) des points de Brocard sont 
données par les formules 

g'X _ b»Y _ c»Z 

c*X g'Y _ 6«Z 
"ô^ "" 6* "" ~c»" ' 
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qui font connaître aussi les coordonnées tripolaires de pj, pi 
inverses de p, p'. 

12. — Observons qu'on peut encore établir une certaine 
correspondance entre deux points Iripolairement associés et 
un point remarquable du plan du triangle. 

En effet, si par le milieu de la droite P^, P^ qui joint deux 
points Iripolairement associés, on mène une perpendiculaire 
îrfo à cette droite, elle coupera les côtés de ABC, BG par 
exemple, en un point Aj. La circonférence A^ décrite de Ai 
comme centre et passant par P^, P2 sera orthogonale au cercle 
circonscrit et coupera BG en deux points A^ et A" conjugués 
harmoniques par rapport à ce côté. Si B', B" et G', B'' senties 
points analogues de A', A", les droites AA.', BB', GG'se coupe- 
ront en un même poiat Po, et les trois points A", B", G" seront 
sur la droite harmoniquement associée à Pq. On verra facile- 
ment que les coordonnées barycentriques de Pq sont inversement 
proportionnelles aux coordonnées tripolaires (X, Y, Z) de P„ P2. 

La droite îrfo> ^^ contient les centres des trois cercles 
Aa, Ab, Ac, est importante à considérer. Si Ton se reporte à la 
troisième construction du deuxième potentiel d'un point donné, 
indiquée par M. de Longchamps (J. E. 1886 p. 201) on voit 
que xrfo est la droite harmoniquement associée au deuxième 
potentiel de Pq. Donc : 

Deuxpoints tripolairement associés sont symétriques par rapport 
à la droite harmoniquement associée au deuxième potentiel du 
point dont les coordonnées barycentriques sont inversement pro- 
portionnelles aux coordonnées tripolaires des points considérés. 

En transformant ce résultat par inversion trilinéaire, on 
aurait une nouvelle propriété des points jumeaux. 

Si Ton cherchait les points Mj, M2, dont les coprdonnées tri- 
polaires sont proportionnelles à X, Y, Z, on pourrait se servir 
du deuxième potentiel, associé au point dont les coordonnées 
barycentriques sont proportionnelles à X, Y, Z. Autrement 
dit, les points Ma, M2 sont à Tintersection des cercles isoto- 
miques (cercles symétriques par rapport aux médiatrices cor- 
respondantes) de Ao, A5, Ac. La droite [x©, perpendiculaire au 
milieu de MsM2, est la transversale réciproque de irfo» 
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Application. — Les cercles d'Apollonius se coupent aux 
centres isodynamiques ; leurs isolomiques se coupent aux 
centres isologiques. 

Les remarques précédentes permettent de construire facile- 
ment deux points dont les coordonnées tripolaires sont pro- 
portionnelles à trois quantités données. 

Le sujet dont nous venons de dire quelques mots est loin 
d'être épuisé; mais, sans nous étendre davantage, voici 
quelques renseignements bibliographiques relatifs à cette 
étude. 

F. J, Van den Berg. — Over twee met betrékking tôt een drie- 
hoecksymmelrischegroepen van drie cirkels en over twee dergelijke 
groepen van rechte lijnen. Nieuw Archief voor Wiskunde, 1881, 
deel VII, p. 78. 

P. H. Schoute. — 1® Over een paar met elkaar samenhangende 
involutorische birationeele transformaties. Nieuw Archief voor 
Wiskunde, 1882, deel IX, p. 117. 

2® Deux cas particuliers de la transformation birationnelle. Bul- 
letin de Darboux, 1882. 

Ce mémoire est une traduction française du précédent, paru primitive- 
ment en hollandais. 

3° Over een nauwer verband hisschen Hoek en Cirkel van Brocard. 
Bulletin de l'Académie d'Amsterdam, 1886, pp. 39-62. 

Ëtude des cercles de Schoute, triangles podaires, points tripolairement 
associés, points jumeaux, etc. 

J. Neuberg. — Sur le point de Tarry, Mathesis 1886, p. 5. 
A. Artzt. — Programme de Recklïnghausen, 1886. 
J. Neuberg et A. Gob. — Sur les foyers de Stein&r (Cun triangle. 
A. F. Congrès de Paris, 1889, pp. 179-196. 

Cette communication contient de nombreuses et nouvelles propriétés des 
points jumeaux. 

E. Lemoine. — Contributions à la géométrie du triangle. A. F. 

Paris 1889, pp. 197-222. 

Un paragraphe de ce mémoire (pp. 206-213) est consacré à Tétude de 
questions relatives aux coordonnées tripolaires et aux points jumeaux. 

W. Fuhrmann. — Sur un nouveau cercle associé à un triangle, 
Mathesis 1890, pp. 105-111. 
J. Neuberg. — Sur les projections et les contre-projections d'un 
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triangle fixe et sur un système de trois figures directement sembla- 
bles, 1890. 

Cet ouvrage (XVI 4- 86 pages) présenté à TAcadémie royale des sciences 
de Belgique, et public dans ses Mémoires (tome XLIV, 1890) contient une 
multitude de propositions nouvelles. Les points tripolairement associés 
et les points jumeaux y sont Tobjet d'une étude approfondie. Nous recom- 
mandons tout spécialement ce Mémoire (*) à l'attention de nos lecteurs. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug. Bontin* 

(Suitey voir p. 184.^ 



178. — Résoudre Véquation : 

fx + a H- Jbj* — 4('a' + b' h- x*j — i2abx = o. 

Le premier membre est identiquement égal à : 

3(a + 6 -h x]{h + a? — a](a + a; — 6). 

179. — Si 8a, 8b, 8c sont les segments de hauteurs comprises à 
Vintérieur du cercle inscjit à un triangle ABC, on a: 

A B P 

8Î sm* — cos A = 8? sin^ — cosB = 8c sin* — cos C 

2 2 2 

= 4r* cos A cos B cos G. 

I 2 

On a -6a = r^ — (p — b — c cos Bj*; 

4 
et, après des transformations successives : 

I ^ /:«• • ,B . ,G _ _ f> cos A cos B cos G 

- Ôfl = i6R* sm* — sin*— cos B cos G = : • 

4 2 2 . A . 

sm*— cos A 

2 

180. — Un point M étant donné, trouver les coordonnées du 
centre de gravité P du triangle podaire de M. Inversement, P étant 
donné, déterminer M. 

(*) Parmi les nombreux Mémoires que M. Neuberg a publiés dans divers 
recueils mathématiques, on peut se procurer les suivants à la librairie 
Nierstrass de Liège : 

Sur les projections et les contre-projections cPun triangle fixe, et sur le système 
des trois figures directement sewiô/abies (X VI -f- 86 pages in-8o), 1890. Prix: 

francs. 

Mémoire sur le tétraèdre (72 pages in-8*), 1884. Prix : 2 francs. 

Sur quelques systèmes de tiges articulées, tracé mécanique des lignes (48 p. et 
2 planches). Prix : 1 fr. 80. 

Sur les axes et les foyers de t ellipse de Steiner (32 p. in* 8o), 1889 (En colla- 
l)oration avec M. Gob). Prix : 1 franc, 
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Soient x^ y, %, x^j ^/d ^d les coordonnées normales de M et P. On a 
aisément : 

îl Vi fi 

2a;-|-î/ cos G + *cos B 2y + a? ces G -l- * cos A 2S 4- a; ces B H- y ces A* 

En résolvant ces éq[uations par rapport à x, y, z, on trouve que ces quan- 
tités sont respectivement proportionnelles à : 

a?, (4 — cos^ A) + yi(cos A cos B — 2 cos G) -h 3i(cos A cos G — 2 cod B) 
et à deux autres expressions, déduites de celle-ci par permutation cir- 
culaire des lettres. 

Ges formules étant linéaires, il en résulte que si Tun des points, M 
ou P, décrit une certaine courbe, l'autre décrit une courbe du même degré. 

181. — Le point de Gergonned'un triangle ABC, est le point de 

Lemoine du triangle qui a pour sommets les points de contact du 

cercle inscrit à ABC, avec les côtés de ce triangle. 

Soient A', B^ G' les points de contact du cercle inscrit avec les côtés 
de ABG. On a : 

Wa _ C'A' _ A'b' 

A"" B~" G* 

cos — cos - cos - 

2 2 2 

Appliquons en A', B', G', des forces parallèles, proportionnelles à 
A B G 

cos*—, cos*—, cos' — ; puis cherchons le point d'application de leur résul- 
tante. Soient a?, y, z les coordonnées normales de ce point; on a, à une 
constante près : 

B C 

X = cos* — (i H- cos G) 4- cos* — (i H- cos B) 
2 2 

B G I 

X = cos* — cos* — = ; 

22 A 

cos* — 

2 

ou, en coordonnées barycentriques, 

a=tg-; 
ce qui caractérise le point de Gergonne de ABG. 

182. — La droite harmoniquement associée au point de Tarry 
est parallèle à Vaxe orthique. 

L'équation de cette droite est : (6 angle de Brocard) 

La? cos (A -4- 6) = G 
ou Sa? cos A — tg eSa; sin A = o ; 

elle est donc parallèle à la droite représentée par 

JàX cos A = o. 
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CERTIFICAT D'APTITUDE 

A l'enseignement secondaire des jeunes filles 

(Section des sciences. -^ Session de 1891.) 
Mathématiques. 



I. Éclipses de soleil. 

II. Connaissant les équations de l'ellipse et du cercle rapportés k des 
axes de symétrie, démontrer que la projection orthogonale d*un cercle 
sur un plan qui n*est pas parallèle au plan de ce cercle est une ellipse. 

III. Discuter les racines de Téquation 

{a* — a — 2) 55" -4- 2 (a — i) a? -h 2 = o, 
dans laquelle a est un nombre donné quelconque. Dire ensuite comment 
il faut prendre a pour que cette équation ait une racine, et une seule, 
comprise entre — i et + i . 



BIBLIOGRAPHIE 



Die Brocardschen Gebilde, par M. le D' A. Emmerich, 1 vol. in-8«, 
de XVI 4- 153 pages. Berlin, Georg Rçimer. 1891. 

L'ouvrage que vient de publier M. le D"" Emmerich, sur la Géométrie du 
triangle, est un exposé des parties élémentaires de la Géométrie brocar- 
dienne proprement ditC; Les seuls sujets traités sont en effet ceux qui se 
rapportent aux points, droites et cercles ayant un lien commun avec les 
éléments de Brocard. L^auteur ne touche pas à la théorie des coniques et 
ne fait appel, ni à la géométrie analytique, ni à la Géométrie supérieure. Ce 
n'est pas un traité sur la Géométrie récente, mais un simple exposé d'une 
partie limitée de cette science. 

La matière est divisée en soixante-treize paragraphes formant huit cha- 
pitres. Parmi ces derniers, nous signalerons, comme plus particulière- 
ment remarquables, ceux qui traitent de Tangle de Brocard, des points 
de Brocard, des cercles de Tucker, Lemoine, Taylor, Brocard, Neuberg 
et M'Cay. 

M. Emmerich a reproduit, dans son ouvrage, les élégantes démonstra- 
tions qui, sur presque tous les sujets, ont été données par divers auteurs; 
un très grand nombre sont nouvelles. Il a énoncé beaucoup de proposi- 
tions et donné de nombreuses formules qui, toutes, sont suivies du nom 
de leur premier auteur. 

Ajoutons que ce petit traité est précédé d'un index bibliographique 
(1816-1889) comprenant Tindication de cinquante-neuf mémoires. Nous 
regrettons que cette dernière partie ne soit pas plus complète et que la 
bibliographie française n'ait pas été traitée avec plus de justice. 

Ainsi, des Mémoires si nombreux et, pour la plupart, si intéressants qui 
ont été publiés sur la Géométrie du triangle, dans ce Journal, trois seule- 
ment ont été cités ! 

Nous devions signaler cet étrange oubli, mais cette observation faite 
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nous convenons bien volontiers que Brocardschen GébUde est un 
ouvrage qui rendra des services à la nouvelle Géométrie ; ce qui est la 
chose essentielle. Le livre est imprimé avec luxe et de nombreuses 
figures sont intercalées dans le texte. Nous le recommandons à tous ceux 
qui veulent se faire une idée de Tintérêt et de la fécondité de cette partie 
de la Géométrie moderne qu*on nomme la Géométrie Brocardienne, 

E. ViGARlé. 

QUESTION 373 

Solution par M. A. Poulain, à Angers. 

M étant un point quelconque pris dans le plan d'un triangle 
ABC, démontrer que les puissances de A, B, G relativement aux 
circonférences circonscrites à MBG, MCA, MA6, et la puissance 
de^ relativement à la circonférence circonscrite à ABC, sont inver- 
sement proportionnelles aux aires des triangles MBC, MCA, MAB, 
ABC, Montrer (en tenant compte des signes) que la somme des 
inverses de ces quatre puissances est nulle, (E. Bernes.) 

Soient P, Pa, ... les puissances de chaque sommet du qua- 
drangle par rapport aux cercles correspondants; S, Sa, ... les 
aires des triangles correspondants, et 96, ... les angles sous 
lesquels on voit, de M, les côtés de ABC. 

1® Nous avons {J. S., p. 96), 

P = 2Sa(C0tg SB — 00 tg A), 

et de même, en prenant MBG pour triangle de référence, 

Po = 2S(cotg A — cotg SB); 
d'oii - PS = PaSa = . . . 

2® La relation qu'il faut établir se réduit à 

— S + So 4- Sft H- Se = o, 

laquelle est vérifiée, en tenant compte des signes, par tous les 
points du plan du triangle ABC. 

Note (*). — La première partie de cette proposition a été 
signalée pour la première fois par Van Staudt. Avec un chan- 
gement de notations, on peut l'énoncer ainsi : 

Soient A, B, G, D, quatre points d'un même plan. Désignant 
par Sa, Sb, Se, Sd, les aires des triangles BCD, GDA, 
DAB, ABC, et par Pa, Pb, Pc, Pd, les puissances des points 
A, B, G, D, par rapport aux cercles BCD, GDA, DAB, ABC, 

on a SaPa = SbPb = ScPc = SdPd = I, 

(*) Communiquée par M. Neuberg 
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I étant Taire d'un triangle dont les côtés ont pour mesure les 
produits AB, CD, AG, BD, AD, BG. (Voir/. deCrelle, t. LVII; 
Mathesis, t. III, p, 30 et t. II, p. 82; comparez aussi N. A. M., 
186S, p. 78.) 

Yan S taudt a également donné la démonstration géométrique 
de l'expression du rayon de la sphère circonscrite à un 
tétraèdre, telle qu'on peut la lire dans le J. M. E,, 1891, p. 49. 
Gette démonstration a été reproduite par M. Gatalan dans 
ses Théorèmes et problénes, 7® édition, p. 452. 

QUESTION 193 

Skilatlon par M. Aug. Boutin. 

Soit ABG un triangle, le centre du cercle circonscrit, H l'or- 
thocentre, les circonférences des neuf points, des trois triangles 
AOH, BOH, GOH, ^e coupent aux deux mêmes points. 

(G. Boubals.) 

A titre de lemme, démontrons d'abord la proposition sui- 
vante (*) : 

Soient Ha, H5, Hc, les symétriques de H par rapport à AO, BO, 
GO : les quatre circonférences : ABG, AOHa, BOH5, GOHc se 
coupent en un même point M. 

En effet, les angles BMO, GMO sont respectivement égaux 
aux angles BHO, GHO; car les circonférences BME^O, GMHcO 
sont les symétriques, par rapport à BO, GO, des circonférences 
BOH, GOH; d'ailleurs BMG =BM0-*-0MG=BH0+0HG =BHG; 
donc M est sur ABG. 

On verrait, de même, que la circonférence AOH» passe aussi 
par M. 

Geci posé, les trois circonférences considérées dans l'énoncé 
ont déj à, en commun,le centre E du cercle des neuf points de ABG. 

Gonsidérons le triangle AiB^G^ qui a pour sommets les mi- 
lieux des distances AH, BH, GH, et appliquons-y le lemme 
précédent, H étant l'orthocentre de A^B^Ci, Ha le symétrique 
de H, par rapport à EB^. 

Les trois circonférences B^EHb, GiEHc, A^EHa se coupent 
au même point M, situé sur la circonférence des neuf points 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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d6 ÂBG. Mais EB^ étant parallèle à OB, Hb est le pied de la 
hauteur HHe, du triangle HBO, et la circonférence BjEH^ est 
la circonférence des neuf points du triangle BOH. Le théorème 
est donc démontré. 

Les deux points communs sont donc E et un point remar- 
quable M de la circonférence des neuf points. 

Remarques. — On peut encore remarquer ce qui suit : 

1® Soient Oa, O5, Oc les centres des trois circonférences con- 
sidérées dans renoncé. Ces points sont respectivement situés 
à l'intersection de la perpendiculaire élevée sur le milieu de 
EM, et des côtés du triangle qui a pour sommets les milieux 
des côtés de ABC. 

2^ La transformée, par points anti-complémentaires, de la 
droite OaObOe est une droite qui lui est parallèle etpassantpar E. 

QUESTION PROPOSÉE 

411. — Trouver quatre nombres entiers, positifs, inégaux, 
tels que leur somme soit égale à la somme obtenue en ajou- 
tant au produit du plus grand par le plus petit, le produit des 

deux autres (*). (Bénezech.) 

N. B, —Le problème comporte une infinité de solutions, le plus grand 
nombre étant arbitraire. 



ERRATA 

Page 56 : ligne 3, au lieu de M» û,, û,, lises H, Û,, Ûi, A, B, G; 

— ligne 5, — ûi, — les jumeaux de ûj, û,; 

— lignes, — O, — H; 

— ligne 9, — H, — 0. 

Page 189: ligne 3 (en remontant), au lieu de (V — 2a*), lisez (h* — 20*)*; 
Page 190: ligne 4 (en remontant), — OB — OB^; 

Page 191 : ligne 4, au lieu de XP, lisez OP ; 

— lignes, — P —h. 

{*) Énoncé emprunté à YEducational Times (août 1891). 



Le Directeur-gérant, " 

G. DE LONGGHAMPS: 



lUPRIMERIB CENTRALE DBS CHBUINS DB FBR. — IMPRIMBRIS GHAIX. 
RUB BBROBRB, 20, PARIS. — 18526-8-91. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés, 

(Suite ^ voir page 197.) 



XIV. — Autres Propriétés de deux Cercles symétriquement 

INVERSES. 

Théorème I. — /® Les transformés g, g' des centres 6, G', 
de deux cercles symétriquement inverses^ sont symétriques relative- 
ment à l'axe radical X de ces cercles; et les centres G, G' sont 
conju^gués relativement au cercle x qui est le transformé de cet aoce 
radical. 2^ Vaxe radical du cercle x avec cha^yun des cercles G, 
G', est X. 

1« Gomme g est conjugué de A relativement au cercle G', 
la perpendiculaire à A^, en son milieu, est Taxe radical du 
cercle G' et du cercle-point A. De même, la perpendiculaire à 
kg\ en son milieu, est Taxe radical du point A et du cercle G. 
Donc leur rencontre co est sur Taxe radical X des cercles G et 
G'. Ce point w est, d'après cette construction, le centre du cercle 
kgg\ La perpendiculaire abaissée de ce point sur GG' est 
l'axe radical X; et comme elle est aussi perpendiculaire sur 
gg parallèle à GG', elle passe par son milieu; c'est-à-dire que 
g et g' sont symétriques, relativement à X. 

Il suit de là, d'après le cas particulier du théorème XI, que 
G, G', transformés de j, g\ sont conjugués relativement au 
cercle x transformé de X. 

2® Pour établir que X est l'axe radical du cercle x et de 
chacun des cercles G, G', il suffit de montrer que tout cercle 
Y, orthogonal à G et G', Test au cercle x. En effet, le cercle 
y, transformé de Y, est orthogonal au cercle G, puisque Y 
l'est au cercle G', et il est orthogonal au cercle G', puisque Y 
l'est à G. Donc il a son centre sur la droite X ; par conséquent 
son transformé Y est orthogonal au cercle x, transformé de X. 

Remarque. — De la seconde partie du théorème , on potii*- 
rait déduire la première, comme il suit. Le cercle x a sou 
journal de math. élém. -^ 1891. 10 
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centre surGG' et passe par A, donc il passe par le symétrique 
de A relativement à GG'. Or, on sait que ce symétrique est le 
transformé du centre du cercle kg^\ donc ce centre w est sur 

X; par suite g et g' sont symétriques relativement à X, ce 

qai prouve que les points G, G' sont conjugués relativement 

au cercle a?. 
On peut ajouter que le cercle x passe par le point harmoni- 

quement opposé à A relativement à GG'; car ce point est le 

transformé du milieu de gcf^ lequel est sur X. 

Théorôme II. — Lorsque les circonférences symétriquement 
inverses sont sécantes ; si B', G désignent leurs points (Tintersec- 
tion : /* le cercle AB'G'coïncwfe avec le cercle x transformé de X; 
2^ le cercle Agg' est le cercle d* Apollonius^ relatif à l'angle B'AC, 
dans le triangle AB'C; 3^ les centrés de similitude des deux 
cercles G, G' sont les extrémités du diamètre perpendiculaire à B'G 
dans le cercle AB'C ; 4® si M, m sont deux points quelconques, 
transformés Vunde Pauvre sur les circonférences G, G', les isocy- 
cliques m' de M, M' de m, relativement à A et B'C, senties isogo- 
naux de m, et de M, relativement au triangle AB'C ; 5" si p et p' 
sont les rayons des cercles G, G', on a 

AM _ Am' £ 

AM' "" Am " p'' 

i^ B' étant un point de chacun des deux cercles G, G', son 
transformé appartient aux deux cercles G' G : c'est donc le 
point G'. Par conséquent, le transformé de la droite B'C est 
le cercle AB'C. Comme B'C est ici Taxe radical X des cercles 
G, G', le cercle x, transformé de X, se confond avec le cercle 
AB'C' : de plus, les centres G, G' sont conjugués relativement 
au triangle AB'C. 

2<* g étant conjugué de A, relativement au cercle G', on a, 

pour les points B', C de ce cercle, ^—7 = —-. Pour la môme 

AB Au 

/ï'B' o'C 
raison ^-^, = -—7 î ^^ q^i prouve que g et g' appartiennent 

AB ALi 
au cercle qui a son centre sur B'C et qui passe par les pieds 
des deux bissectrices de Tangle B'AC dans le triangle AB'C, 
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c'est-à-dire au cercle d'Apollonius; et, comme ce cercle passe 
aussi par A, il se confond avec le cercle kgg'. 

3® Les points G et (j étant conjugués relativement au cercle 
AB'C, dont nous désignerons le centre par 0' et le rayon par 

PGr O'P 

R', on a, pour tout point P de ce cercle, -ttt^, = -5-7- • 

Le point 0', centre du cercle AB'C, a pour transformé le 
symétrique A' de A, relativement à la droite B'C transformée 
de ce cercle ; les triangles AO'G et kgk' sont semblables 

et donnent -^ = — ; g et g' étant symétriques relative- 
ment à X, c'est-à-dire relativement à B'C, A.'g = kg' et 
O'G As' AG p ^ PG p . ^ 

R^ = Â^ = IG^ = 7 • ^"^" PG^ = ^ ^^ '^^ °^^^*^^ ^^^ 
le cercle ^'G' passe par les centres de similitude des cer- 
cles G, G'. Et comme GG' passe par 0', les centres de simili- 
tude sont les extrémités du diamètre perpendiculaire à B'C 
dans le cercle 0'. 

4® Observons que AB', AC sont antiparallèles, relativement à 
l'angle A de ABC, puisque B', G' sont symétriquement inverses. 
Par conséquent, deux droites quelconques AM, Am antiparal- 
lèles dans l'angle BAG le sont relativement à l'angle B'AC. En 
outre, comme AB'. AG'= AB. AG, on voit que les points M, m, 
transformés l'un de l'autre relativement au triangle ABC, le 
sont aussi relativement au triangle AB'G'. De sorte qu'à ce 
point de vue, et pour les propriétés qui en résultent, on peut 
substituer l'un des triangles à l'autre. Donc l'isocyclique m 
de M, relativement à A et B'G', est l'isogonal de m relativement 
au triangle AB'G'. De môme, l'isocyclique M' de m est l'isogonal 

de M. 

AM Aw' p 
5® Quant à la relation -pr-p = -r — = ■^, , pour ne pas faire 

double emploi, nous renvoyons au § XXI, 011 elle est établie 
et donne lieu à quelques conséquences utiles. 

Théorème III. — Si plusieurs cercles G, Gj, G„. . . ont un 
même axe radical X, leurs transformés G', G/ GJ,. . . ont aussi 
un mém^ axe radical X'. 
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Il suffit de prouver que tout cercle Y', orthogonal à G' et Gi, 
Test aussi à G2. Ce qui est évident puisque son transformé Y 
étant orthogonal à G et G^ Test à Gj. 

Ce théorème comprend, comme cas particulier le 2® du 
théorème I. Il subsiste quel que soit le mode d'inversion. 

Remarque. — Le cercle x transformé de Taxe radical X des 
cercles de la série G fait partie de la série des cercles G'> 
car X peut être considéré comme un des cercles de la série G. 
Et de même le cercle x\ transformé de X' appartient à la 
série des cercles G. Cette condition et la condition de passer 
par A déterminent complètement ces deux cercles a?, 'x\ 

Problème. — Déterminer, sur un cercle donné G, deux points 
M, m, qui soient les transformés L'un de l'autre. 

Ces points sont à l'intersection du cercle G et de son trans- 
formé G'. Mais on peut les obtenir sans construire celui-ci. On 
prendra le transformé g du centre G et le conjugué g' de A, 
relativement au cercle G. D'après le théorème I, la perpendicu- 
laire à gg\ en son milieu, est l'axe radical X des cercles G, G'. 
Son intersection avec le cercle G donnera donc les points 
cherchés, s'ils existent. 

Remarque. — Plus généralement, si l'on demande deux 
points M, m, symétriquement inverses et qui soient situés 
l'un sur un cercle donné G, l'autre sur un autre cercle donné 
G,, on voit que M est l'intersection du cercle G et du trans- 
formé Gi du cercle G^. De là, s'il y a intersection, deux points 
M, et par suite deux points correspondants m. 

Autre propriété. — Une dernière propriété que nous ne fai- 
sons qu'énoncer parce que la démonstration en est évidente, 
est que si un quadrilatère MNPQ inscrit dans un cercle est harmo- 
nique, le quadrilatère mnpq dont les sommets sont les transformés 
des premiers est au^si harmonique. Et plus généralement : si le 
rectangle de deux côtés opposés d'un quadrilatère inscriptible 
est dans un certain rapport avec le rectangle des deux autres 
côtés ou des deux diagonales, le rapport est le même pour le 
quadrilatère formé par les transformés des sommets du pre- 
mier quadrilatère. 
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APPLICATION DE LA MÉTHODE AUX POINTS ISOGONAUX 

Gomme les transformés de deux points isogonaux sont iso* 
gonauX; toute propriété concernant ces points se double d'une 
autre propriété qu'où en déduit par transformation. C'est 
principalement là, et dans les propriétés des droites isogonales, 
que la méthode d'inversion symétrique se montre supérieure 
à l'inversion ordinaire. 

XV. — Questions préliminaires. 

M, M' étant deux points isogonaux, nous désignerons par 
E, E' la rencontre des antiparallèles AM, AM'avec la circon- 
férence ABC, et par D, D' leurs rencontres avec BC. Les deux 
points E, E' ont pour transformés D', D. De sorte que, sur les 
antiparallëles, les sens AE, AD' doivent être considérés comme 
tous les deux positifs, ou tous les deux négatifs ; et, de môme, 
AE', AD; ce qui fixe les signes relatifs des longueurs comptées 
sur ces antiparallëles. Il importe d'y avoir égard dans tout ce 
qui va suivre. Les longueurs AE et AE', ou bien AD et AD', 
sont aussi de même signe, sauf le cas oh la corde EE', paral- 
lèle à BC, a son extrémité sur l'arc déterminé, à l'opposé de 
BC, par une parallèle menée de A à BC. 

Théorôme. — Si M, M' sont deujn points isogonaux^ m, m' 
leurs transformés^ les droites MM', mm' considérées œmme indé- 
finies, sont symétriques relativement au milieu F de la corde EE'. 

La relation qui caractérise deux points isogonaux quel- 
conques M, M', situés sur deux antiparallèles données AE, 
AE', est 

EM.E'M'= const. = AE.D'E'= AE'.DE = AE.AE'- bc. 

La valeur de cette constante résulte de ce que D et A sont 
isogonaux; de même, D' et A. Cette relation étant facile à 
établir, nous l'admettrons. 

m, m' étant également isogonaux, on a donc 

EM.E'M' == Em'.E'w, 
EM Em' Mm' AM 

^^ E'm~Ê^"wM''" AM'' 

Or, si [A et (a' sont les rencontres de MM' avec les parallèles 
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menées par E à ÂE' et par E' à AE, on a 

AM _ EM _ Ey^ 
AM' "" Eil ^WM'' 

De là résulte : Ejx = — E'm, E'fx' = — Em'. Donc (x et m sont 
symétriques relativement au milieu F de EE"; de môme [tf et 
m'; par conséquent (A(a' ou MM' est symétrique de mm\ relati- 
vement à F. 

En outre, cette propriété est caractérisque des points isogo- 
naux, en ce sens que si M, M', m, m' sont quatre points situés 
sur deux antiparallëles AE, AE' de Tangle A, les deux der- 
niers étant les transformés des deux premiers, et que MM', 
mm' soient symétriques relativement à F, on peut affirmer 
que M et M' sont isogonaux; et, par suite, m, m\ Renversons, 
en effet, la démonstration. De E{jl = — E'm, et de, 

AM EM 
AM' "" EfA ' 

EM AM 

on conclut -_ = — -_ 

E'm AM' 

ou EM(AE'4-E'M')= -(Am-AE')AM=AMAE'-6c, 

ou EM.E'M' = AE.AE' - bc. 

Donc M et M' sont isogonaux. 

Le point m' n'intervient pas dans la démonstration de cette 
réciproque. On peut l'énoncer ainsi iSmLetmsontdeitxpoints 
symétriquement inverses^ et {/. la symétrique de m relativement à 
F, la droite (aM rencontre Am au point M' isogonal de M. 

Remarque. — Cette propriété qv£ les deux droites MM', mm' 
sont symétriques relativement à F, se rattache à cette autre plus 
générale et qu'on peut établir par le calcul ou par des consi- 
dérations d'homographie qu>e si les couples de points isogonaux 
M, M'; m, m', dont les deux derniers sont les transformés des 
deux premiers^ se déplacent sur les antiparallèles fixes AE, AE'> 
les deux droites parallèles MM', mm' enveloppent une même 
conique qui a pour centre le point F, milieu de EE'. Cette conique 
est tangente à AE et AE' en D, D'. Les cercles AMM', Amm', 
tangents en A, ont donc aussi une même enveloppe^ laquelle est la 
courbe symétriquement inverse de cette conique. 
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Par application de la méthode d'ilïversion, on obtient les 
théorèmes suivants : 

Théorèmes corrélatifs du précédent : 1. Si G est le point où 
la symédiane issue de A, dans le triangle ADD', rencontre la circon- 
férence ADD', les circonférences AMM', Amm' divisent AG Aar- 
môniquement, 

2. Si M, M' sont deux points isogonaux donnés sur AD, AD' et 
P un point variable de la circonférence AMM', le lieu du point p, 
harmoniquement opposé à P, relativement à AG, est la circonférence 
Amm', ow m, m' sont les transformés de M, M'. 

Le premier de ces théorèmes résulte, par inversion, de ce que 
la partie de AF, comprise entre MM% mm! dans la question 
directe, est divisée en F en deux parties égales. 

Le second résuite du fait plus général que la droile MM' de 
la question directe est le lieu .du symétrique d'un point 
variable de mm' relativement à F. 

On se rend compte de ces deux transformations, en obser- 
vant que la symédiane AG, de ADD', est la transformée de 
AF; et G le transformé de F. 

Le théorème corrélatif de la propriété réciproque est celui-ci : 

Si M, m sont deux points symétriquement inverses^ situés sur 
deux antiparallèles données AD, AD', et que \l soit le point har- 
moniquement opposé à run d'eux M relativement à AG, la circon- 
férence Amtx coupe AD au point m', isogonal de m. 

XVI. Problème. — Déterminer, sur deux antiparallèles 
données ADE, AD'E'^ deux points isogonaux M, M', qui soient 
transformés Vun de. Vautre. 

Le transformé de M' est i'isocyclique de Tisogonal de M', 
c'est'-à-dire Tisocyclique de M ; donc M est son propre isocy- 
clique ; par conséquent AM est tangente à la circonférence BGM. 
Ceci prouve d'abord que le problème n'a de solution que si 
AD, AD' sont extérieures à l'angle BAC, et que la solution 
consiste à faire passer par B et C une circonférence tangente 
à AD, ce qui revient à porter sur DA dans lès deux sens, à 
partir de P, une longueur égale à la moyenne proportionnelle 
entre DB et DG ou entre DE et DA. On a ainsi deux points 
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M, M|. Et, en prenant sur AD' les longueurs 

dans le sens AD' ou en sens contraire selon que AM ou AM| 
a le sens AE ou le sens contraire, on aura les transformés de 
M et M^. Et ces transformés seront les isogonauxde M ou M,, 
car M', par exemple, étant le transformé de M, est l'isogonal 
de risocyclique de M, c'est-à-dire l'isogonal de M. 

D'ailleurs les points M', Mi' peuvent s'obtenir directement, 
au moyen des deux circonférences qui passent par B et G et 
sont tangentes à AD". 

Et, enfin, on peut remarquer aussi que les droites MlAl, M^M' 
sont parallèles à BC. Car DE, D'E'; DA, D'A' étant proportion- 
nels à AB, AC, il est de même de DM et DMl, de DMi et DM'. 

Remarque i. — Comme les droites MM', mm' du théo- 
rème de ce paragraphe sont ici confondues, les droites MM' 
et la droite M^Mi, delà question actuelle, passent par F, milieu 
de EE'. Ce sont donc les deux asymptotes de la conique 
mentionnée plus haut. 

Remarque 2, — La transformation par inversion symétrique, 
appliquée à ce problème, ne fait que le reproduire. Mais on 
aurait pu lui donner d'autres formes pour lesquelles il n'en 
serait pas ainsi. On aurait pu l'énoncer en demandant de 
trader par F, entre AD, AD', une droite MM' telle que M et M' 
fussent isogonauXf ou fussent symétriquement inverses; et alors, 
par transformation, on aurait eu cette question, faire passer 
par A et Qunecirconf&ence qui coupe kl), AlD' en deux points %S0' 
gonaux ou en deux points symétriquement inverses. 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug* Boutin. 

C^Mite, voirp. 211.; 



183. — Soient K, I, I', F, T", A', B', C, te potnt de Lemmne 
d*un triangle ABC, les centres des cercles touchant les côtés et les 
milieux des côtés; démontrer que les droites : l'A', FB', VG^ Kl, 
se coupent au même point. 
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Les éqpiations des trois premières de ces droites sont : 

(6 — c)x + by — cz = o, 

— CKC + (C — a)y + CJÏ = G, 

Oic — 6y + (a — ô)jï = 0, 
elles se coupent au point dont les coordonnées vérliient les égalités 

X ___ y __ g 

p — a~p — 6 p — c 
lequel est manifestement situé sur El. 
Ce point dont les coordonnées barjcentriques sont : 

« ___!__ _ ï 

A B "" G' 

cos* - cos* - cos* - 

2 2 2 

est tel que xt -hyz + ocy est maximum. 

184. — Les parallèles à 01 sont telles que la somme algébrique 
des cosinu^s des angles qu'elles font avec les trois côtés du triangle 
ABG est nulle. 

L'équation de 01 est : 

^a;[cos B ~ cos G) = o. 

Le cosinus de Tangle fait par cette droite avec BG est proportionnel à 
cos B — cos G — [(cos G — cos A) cos G + (cos A — cos B) cos BJ. 
Pour les angles formés avec AB, AG, on aurait des formules analogues. 
Donc la somme des cosinus est nulle. 

185. — La droite qui joint les pieds des bissectrices extérieures 
d'un triangle, et ses parallèles, forment avec /es trois côtés du 
triangle des angles sont la somme algébrique des sinus est nulle. 

Soient a, p, y, ces angles, 

x + y-h X =10 

étant l'équation de la droite considérée, les formules générales donnent : 

sin a sin ^ sin y 

sin B — sin G ~" sin G — sin A "" sin A — sin B ' 
d'où sin a + sin p + sin Y = o. 

186. — Soient Ma, Mb, Me les cercles de Mackay du triangle 
ABG, la polaire de A par rapport à Ma, la polaire de B par rap^ 
port à Mb, la polaire de C, par rapport à Me, sont trois droites qui 
concourent au centre de gravité G de ABG. 

L'équalion de Ma est : 

^a«(a> — 63 — c«) -h 21j Pt(3o* — 6^ — c)« = o, 
donc Téquation de la polaire de A est : 

^(36» — o* — c») + p (3c» — b* — a') + 2a(a» — 6« - c*) = o, 
qui est vérifiée par a = p = y. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÂM. — 1891 10, 
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• 

187. — Le lieu des points M tels que (x, (inverse de la droite 
harmoniquement associée à M.) fasse, avec les côtés du triangle, des 
angles dont la somme des sinus est nulle est la droite KL. 

On trouve aisément) pour équation du lieu : 

Sx{6 — c) = o. 

188. — Lieu des points M tels que fA, (transversale inverse de 
la droite harmoniquement associée à Mj fasse, avec les côtés du 
triangle de référence^ des angles dont la somme algébrique des cosi- 
nus soit nulle. 

On trouve aisément 

Saj(i — cos B — cos C) = o, 
équation d^ne droite qui passe par le point de Lemoine. 

189. — Soit k^Bfii, le triangle pédal du centre du cercle cir- 
conscrit 0. On projette A^ en A5, A^ sur les côtés de l'angle A : les 
droites Aj, Ac, et les analogues B» Bc, G» G^ forment un tiHangle 
A.BjC,, semblable à ABC ; démontrer que les droites AA„ BB„ 
CCj sont concourantes, 

AbAc est parallèle à BG. Soit a;, la distance de ces droites, ^i, z^, les dis- 
tances analogues. On trouve : 

__ 2S cos B cos G 

^* "~ R(sin 2B H- sin 2G)' 
_ 2S cos A cos G 

^* "~ R(sin 2 A + sin 2G)' 
2S cos A cos B 

R(sin 2A + sin 2B) 
Les droites AA^, BB, GG^, ont pour équations : 

y z % X X y 

yr'^i ^i" ^x (Xiy" y^ 

Elles se coupent au point dont les coordonnées barycentriques sont : 
a cos A cos (B — G) = p cos B cos (G '— A) = y cos G cos (A — B). 
Le rapport de similitude de AsB^G^ et ABG est : 

cos B cos G 



I 



-2 



cos(B — G) 



190, — Soient û, û' les points de Brocard, du triangle ABC; 
Al, Bi, Cl, les centres des cercles Aûû', Bûû', Cûû' : les droites 
AAi, BBi, CCi concourent au point de Tarry de ABC. 

L'équation du cercle Aûû' est 

(0* — 6«c') 2Là a^^^ — a»(a + p + t)| c»p(a* — 6«) -+- 6«Y(a* - c*)] = o 
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d'où, pour les coordonnées du centre : 

-tb^c^a^ — 6») H- p&«c"(a" — d") 
= — 2pa'c> (a* — 6«) + ya'^ia'' — 6^)(a* — c»)+ a6>c*(a« — c«) 
= — 2y a^b^ia^ — c«) + p(a» — 6«)(a» — c*) a> + a6«c*(fl' — &*). 
L'élimination de a donne Péquation de AAi : 

yla^ — a^c^ + a^b\b^ — 2C*) + a'^ôV + 6*c2(c> — &*)], 
= p[a« — a«6« + a^c2(c» — 26») + a*6*c> + Vkf'{b'^ — c»)] 
qu'on peut écrire, après suppression du facteur a* — 6*c* ; 

Y[a* + 6^ — c»(a»+ 6«)1 = p[a* + c* — 6» (a» + c«)]. 
Ou a des équations analogues pour BBi, GGi. 

Ces équations montrent que ces droites s 3 coupent au point déterminé 
par les relations : 

a[6* + c* — a»(6* + c>)] = p[a* + c< — 6*(a»+c«;] = y[o*+ 6*— cî>(a« +6»)1 
lequel est le point de Tarry. 
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Nomographie. — Les calculs usuels effectués au moyen des 
abaques. Essai d'une théorie générale. Règles pratiques. Exemples 
eTappZieattonparM. Maurice d'Ogagnb, ingénieur des Poots et Chaussées. 
— In-8 avec nombreuses fig. dans le texte et 8 pi.; 1891 . . 3fr.50c. 

Il y a longtemps qu*on a songé pour la première fois, sur divers 
exemples particuliers, à recourir à la représentation graphique des lois à 
plusieurs variables, en vue de supprimer la nécessité du calcul numérique. 
Mais, de même que les procédés spéciaux du trait de charpente, du trait 
de stéréotomie, etc., ont précédé Téclosion de la Géométrie descriptive, 
de même ici, il semble que les auteurs n'aient jamais eu en vue que cer- 
taines applications déterminées, sans s^occuper de rechercher si les 
solutions, d'ailleurs fort ingénieuses, auxquelles ils arrivaient ainsi, étaient 
susceptibles de dériver d'une méthode générale. C'est cette méthode 
générale que l'auteur s'est proposé de constituer et dont, sous le titre de 
Nomographie^ il expose les principes dans le présent ouvrage. 

N'oubliant pas qu'il s'adresse avant tout à des gens techniques (ingé- 
nieurs, officiers des armées de terre et de mer, financiers, etc.), il s'est 
efforcé de rendre son exposé aussi clair et aussi concis que possible, en 
le complétant par des applications nombreuses et variées, puisées dans 
la pratique courante des diverses spécialités où le calcul numérique est 
d'une importance primordiale. 

Les avantages de la Nomographie sont de même ordre que ceux de la 
Géométrie descriptive. D'une part, en s'assimilant les principes bien 
élémentaires, bien faciles à pénétrer qui lui servent de base, on se rend 
maître, du même coup, de tous les procédés particuliers de représentation 
graphique des équations, imaginés en vue d'applications particulières. A 
cet égard, il est intéressant de voir avec quelle simplicité les procédés 
connus de MM. Lalanne, Lallemand, d'Ocagne, etc., applicables les uns 
et les autres à des genres spéciaux d'équations et tirés, par leurs auteurs, 
de points de départ tout diiférents, découlent de la méthode générale. 

D'autre part, les principes de la Nomographie, comme ceux de la Géo- 
métrie descriptive, permettent, par une marche systématique, de multi-r 
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plier les applications au fur et à mesure des besoins de la pratique, sans 
qn'il y ait lieu pour cela de faire de nouveaux efforts d'imagination. 

Aussi peut-on prévoir que le livre de M. d'Ocagne contribuera à géné- 
raliser remploi des travaux graphiques de calcul ou abaqtieSj sources d'une 
économie de temps considérable qu'ont pu déjà faire apprécier, pour des 
applications particulières, les abaques de M. Lalanne (déblai et remblai], 
de M. Lallemand (service de niveUement général de la France), etc. 

Indépendamment des nombreuses figures qui illustrent le texte, Fou- 
vrage renferme huit planches donnant des abaques dessinés avec assez de 
soin pous pouvoir eux-mêmes se prêter à des calculs pratiques. Les ex- 
plications fournies sur leur construction sont de nature à éviter tout 
tâtonnement à ceux qui, en vue de leurs propres besoins, auront à mettre 
en œuvre les principes formulés dans le livre. 



QUESTIONS 374 ET 375 

Solution par M. B. Sollertinskt. 



374. — Sur les trois côtés d'un triangle ABC, on prendt rois seg- 
ments quelconques DD', EE\ FF'. Démontrer que les axes radicaux 
des circonférences circonscrites àAEF, AE'F'; BFD,BF'D'; CDE, 
CD'E' sont trois droites concourantes. Deux des segments étant 
donnés, déterminer le troisième par la condition que le point de 
concours soit commun aux circonférences. (E. Bernes.) 

375. — Trois points D, E, F se déplacent uniformément sur les 
trois côtés d'un triangle ABC; faire voir que le point M commun 
aux trois circonférences circonscrites à AEF, BFD, CDE décrit 
une circonférence. Dans quel cas particulier le point'M. est-il fixe? 

(E. Bernés.) 

On peut considérer DD", EE', FF', comme les segments 
homologues des trois figures F^, Fj, F3 directement semblables. 
Les seconds points communs Sj, S^, S3 des circonférences 
AEF, AE'F' etc. sont alors les points doubles de ces figures. 
Mais {G. Tarry, Propriétés générales de trois figures sembla- 
bles. MathesiSf t. II, p. 73). « Dans trois figures semblables^ tous 
les triangles formés par trois droites homologues quelconques sont 
homx>logiques à un triangle fixe (le triangle de similitude). ^. 

Les segments EE', FF' étant donnés, on trouve S^, et les 
points D, D' sont les intersections de BG avec les cordes BFSj, 
BF'Si- (Ibid. p. 75) on lit: aSe troispoints Mj, Mj, Mj se déplacent 
sur les côtés d'un triangle D^D-^D, avec des vitesses uniformes^ 
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les circonférences D^M^Mg, DjMjMi, DjMiMj,.. se coupent en un 
point K' qui décrit la circonférence »... 

On sait aussi que si le triangle DEF reste semblable à lui- 
même, le point M est fixe {Townsend. Voir A Sequel to Euclid 
by Casey, 1888, p. 188). 

Note (*). — M. G. Tarry a énoncé dans Mathesis^ t. Il, 
p. 78, le théorème suivant (nous adoptons les notations de 
M. Bernés) : 

Si trois points D, E, F, se déplacent uniformément sur les 
trois côtés d*un triangle ABC, les circonférences AEF, BFD, 
GDE, passent chacune par un point fixe Sa, Sb, en Se, et se 
coupent en un point M qui décrit la circonférence Sa , Sb , Se . 

Les points Sa, Sb, Se sont les centres de similitude de 
trois figures semblables construites sur DD', EE', FF', ou Ton 
désigne par (D, E, F) (D', E', F') des positions simultanées 
des trois mobiles. Ces points coïncident, et le point M reste 
immobile, si les vitesses des mobiles sont proportionnelles 
aux distances des côtés du triangle ABC au point d'intersec- 
tion des circonférences AEF, BFD, GDE. Dans ce cas, le 
triangle qui a pour sommets trois positions simultanées des 
mobiles, est d'espèce constante. La question 374 peut se 
ramener à la question 378. 

QUESTIONS 371 ET 388 

{Solution par M. B. Sollertinsky. 



371 (**)* — Par chacun des sommets du triangle ABC, on mène 
des perpendiculaires aux deux côtés qui s'y rencontrent. On forme 
ainsi trois parallélogrammes ayant, chacun, une diagonale exté- 
rieure au sommet correspondant du triangle. Démontrer : 

(*) Celte note est de M. Neuberg. 

M. SoUeptinsky nous a fait aussi observer que les questions 374, 375 
pouvaient être rapprochées de celles que M. Tarry a données {loc, cit.), 

(*♦) Gomme l'indique une Note de M. Vigarie' (J. E, 1885, p. 127), la pre- 
mière partie de cette proposition avait été rencontrée déjà par M. E. Le- 
moine (Voyez Nouvelles Annales, 1873, p. 366). La seconde partie a été 
indiquée par M. d'Ocagne {Nouvelles Annales, 1884, p. 28). 

Voir également dans la Nouvelle correspondance mathématique^ 1877, t. III, 
p. 188; un article de M. H. Brocard. 



230 JOURNAL DE MATHÉBUTIQUES ÉLÉMENTAIRES 

1^ Que ces trois diaganales passent par le centre du cercle 
circonscrit à ABC ; 

2® Qu^ elles sont respectivement perpendiculaires aux trois symé- 
dianes du triangle. 

Corollaire. — Les points où elles rencontrent les symédianes 

sont les sommets du second triangle de Brocard. 

(d'Ocagne.) 

388. — DE étant une parallèle quelconque à BC, entre AB 
et AC, F la rencontre des perperuiiculaires à AC, en E et à AB, 
6/1 B ; G la rencontre des perpendiculaires à AB en B, et à AC, 
en C; démontrer 4^ que FG est perpendiculaire à la symédiane 

issue de A\ 2^ que la distance 
du centre de la circonfé- 
rence ABC à la droite FG, 
comptée sur le diamètre AO, 
est égale au rayon du cercle 
ADE. (Bernés.) 

371. — Les sommets A, 
Al (lu parallélogramme 
kk'k^k" sont, les extré- 
mités d'un diamètre du 
cercle ABC. Par suite : !• le 
milieu de A' A" est le 
centre du cercle ABC. 

Les triangles A'B'C, ABC 
ayant leurs côtés respec- 
tivement perpendiculaires, 
on a 

rFC'="AGB=ÎAil', 
donc les droites Aâ^, B'C 
sont antiparallèles dans 
Tangle B'A'C. Ainsi, 
2^ A'A", comme la symé- 
diane du triangle A'B'C, 
est perpendiculaire sur la 
symédiane correspondante du triangle ABC. 
On obtient le corollaire, en observant que les sommets du 
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second triangle de Brocard sont les projections du centre sur 
les symédianes. 

Remarque. — Le centre est le point de Lemoine et le cercle 
ABC est le second cercle de Lemoine des triangles égaux A'B'C, 

388. — Les droites EF, DG se rencontrant, en H, sur le dia- 
mètre AAj, les parallélogrammes EGA^F, kMk^k!^ sonthomo- 
thétiques; par suite, GF', A'A' sont parallèles. 

Enfin, si FG coupe AA^ en 0', on a 

00' = OA,-0'A, ^^^Lllèl = A5, 

2 2 

mais AH est le diamètre du cercle ADE, etc..« 

Nota. — Nous avons reçu des solutions de la Question 371 de MM. E. 
Vigariô et PhUastre, et des solutions de la Question 388, de M"* V* F. Prime, 
à Bruxelles et M. Svéchnicofif, à Troïtzk (Russie). 



QUESTION 372 

Solution par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



Soient BC, CA, AB les directions positives des côtés d!un tri- 
angle ABC. Par les sommets^ on mène des droites AP, BQ, CR 
faisant, avec ces directions positives^ un même angle a. 

Les droites considérées forment un triangle A'B'C. 

Démontrer : 

1^ Que le centre du cercle circonscrit à A'B'C, coïncide avec 
Vorthocentre de ABC. 

2® Que tout point remarquable de A'B'C décrit une circon- 
férence. 

Toutes ces drcmférences passent par un même point, Fortho- 

centre de ABC. 

Elles constituent un réseau de circonférences remarquables 
relativement au triangle ABC. (G. L.) 

Soit H Torthocentre de ABD. On obtient les droites AP, BQ, 
GR en tournant les hauteurs AH, BH, CH d'un même angle 
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f ^ — a j et dans le même sens. Par suite, les sommets k'B'C 

décrivent les cercles BHC, GHA, AHB, et les triangles ABC, 
ATÎ'C' restent toujours directement semblables. 

1® Il en résulte que H est le centre de similitude de tous 
les triangles A'B'C; pour a = o, H est le centre dû cercle 
A'B'C. 

2<> Soit S un point remarquable du triangle A'B'C. Le 
triangle HA'S restant semblable à lui-même, les points A', S 
décrivent deux figures semblables ayant leur point double en 
H. Donc S décrit un cercle passant par H. 

Généralisation. — Soient M, W deux points inverses par rapport 
au triangle ABC. On fait tourner les droites AM, BM, GM avec 
la même vitesse angulaire et dans le même sens; les positions 
correspondantes de ces droites forment un triangle A'B'G' circon- 
scrit à ABC : 

/® Ce triangle A'B'G' est toujours semblable au triangle a'p'y' 
qui a pour sommets les projections de W sur les côtés de ABG. 

2^ Le point M, dans le triangle A'B'C', est r homologue du point 
{jl' inverse de M' par rapport au triangle a'p y. 

Par suite : le centre M du cercle circonscrit à ABG est le centre 
du cercle inscrit (ou ex-inscrit) à A'B'G'; le centime de gravité de 
ABG est le point de txmoir^ de ABG, le centre du cercle inscrit 
ou ex-inscrit de ABG est C orthocentre de A'B'G'/ le centre isody^ 
namique de ABG est le centre isogone de A'B'G', etc. 

3^ Tout point de A'B'G' décrit une circonférence passant en M. 



QUESTION 376 

liolation par M. B. Sollertinskt, à Gatschina. 



Les bissectrices intérieures et extérieures des angles d*un paral- 
lélogramme comprennent entre elles trente-six rectanglesj dont 
six peuvent être groupés deux à deux, ainsi qu'il suit : 1^ celui des 
bissectrices des deux angles opposés^ et celui des bissectrices des 
deux autres angles; 2^ le rectangle que forment les bissectrices 
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d'un angle avec celles de Vun des angles non opposés, et celui 

qu* elles forment avec les bissectrices de Vautré angle non opposé; 

3^ le rectangle des bissectrices intérieures, et celui des bissectrices 

extérieures. 
On demande de démontrer, sans calcul,, les propriétés suivantes : 
a) Les deux rectangles du premier groupe sont équivalents; 
h) La moyenne proportionnelle entre les aires des rectangles du 

deuxième groupe est moitié de Vaire du parallélogramme. 

c) Les diagonales des rectangles du troisième groupe sont, res- 
pectivement, égales à la différence et à la somme de deux côtés 
adjacents du parallélogramme. 

d) Les aires de ces mêmes rectangles ont : /** pour demi-diffé- 
rence Vaire du parallélogramme; 2^ pour moyenne arithmétique, 
la somme des aires des rectangles du deucciètre groupe; 3^ pour 
moyenne proportionnelle, Vaire dun rectangle du premier groupe. 

(A. Tissot,) 

a) Dans le rectangle AEBE' on a 

AEÈ^ = BAS = ËAD. 

Par suite, les quatre points E', E, G, G' sont situés sur la 
parallèle à BG, 
menée par le 
centre du pa- 
rallèle gramme 
donné ABGD. 

De même, 
FTOHff est la 
droite parallèle 
àAB. 

De là, les rectangles AC'HE et HB'DG, A'CGF et FD'BE 
étant équivalents {Euclide, I, 43), les rectangles du premier 
groupe AA' CG' et BB'DD' le sont aussi. 

b) Les rectangles du deuxième groupe AEBE, AFDH', et 
les triangles ABp, ADS sont respectivement équivalents ; mais 
la moitié ABD du parallélogramme est la moyenne propor- 
tionnelle entre ces triangles, parce qu'on a 

AB£ _ /A£ _ AB\ _ ABD 
ABD "" \ÂD "" Ââ/ " ADS * 
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c) E'E = AB, comme diagonales d'un rectangle, et 

EG' = BG. 
comme les côtés opposés d'un parallélogramme. On a donc 
EG = BG - AB; E'G' = BG 4- AB. 

d) En désignant les aires ABGD, EFGH, B'F'G'H' par s, a, c\ 
on a 

<y4-(i'=AEBE'-4-AFDH'+DGGG'-4-BHGF=2(ÂEBE'-hAFDH'). 
Mais 

AEBE' -*- AFDH' = (ABE' + DG'G) + (ADH' + BGF') = o'- s. 
Par suite, 



(1) 

(2) 
On a 



s = 



2 



AEBE' 4- AFDH = 



(T + d 



E'OH' : E'OH = E'OH : EOH, 



mais 



4E'0H' = <r'; 4E'0H = 4(AHE H- HOE) = AA'GG'; 4EOH = a. 

et finalement 

(3) AA'GG' = v/^. 



QUESTION 378 

Solution par M. Youssoufian, professeur à Técole impériale Milkié 

(Gonstantinople). 



Dam tout triangle rectiligne, on a 

I 



p-a 
I 

FTb 

I 



cos A 



cos B 



cos G 



s:o. 



(G,L.) 



1. — La relation a* = 6* -*- c* — 26c cos A donne 

- {p- b){p - c) 
26c 



cos A — I = 
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de même 

cosB— I = ~ -^ et cosC— i = — - 



2ac 
On peut donc écrire 

-{P- b){p - c) 
26c 

- (p - a){p - c) 
2ac 

- (p - a)(p - 6) 



2ab 



d'oh 



2ab 
(p - b){p - c) 

2bc 
(p - a)(p - 0) 

200 

(p - g)(P - b) 

200 



C08 A — I 



cos B — I 



C08 G — I 



cos A 



cos B 



cos G 



En multipliant la première colonne par 
on a 



(p 



a 



d'oîi 



p — o 
b 

p —b 

c 
p — c 

I 
p — o 

I 

p — 6 
I 

p — c 



cos A 



cos B 



cos G 



cos A 



cos B 



cos G 






o. 



2060 



- a){p - b)(p - c) 



so, 



30, 



que Ton trouve en ajoutant les éléments de la troisième colonne 
à ceux de la première et en simplifiant. 

2. Autrement (^). — Si p est le rayon du cercle inscrit, le 
déterminant 



(*) Cette solution est de M. Sollertinsky. 
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A = 



Z 



= - "S^ tg — (cosB — cos C), 



mais 



Donc 
A = - 
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COS B — COS G I x-^ ^ A 
= - > tg - 

p — a p^-J 2 

^ p A . B-C 

COS B — COS G = — 2 COS — sia 

2 2 

A B G/ B ^. C\ 

= — 2 COS — COS — COS — 1 tff tg — ) 

2 2 2\^2 2/ 



2 A B G^A/BC\ 
-cos-cos^cos-.2tg-(tg--tg-j=: 



3 (**). — Désignant ce déterminant par A et multipliant les 
éléments de la première colonne par r, on a : 

tff — 14- COS .V 

2 

B 

c 

tg- 



A7' — 



I + COS B 



I H- COS G 

et, en développant, 

^ ^ A / B Gv 

Ar = 2j2tg- ^cos« - - cos« -j 

"Z 



. A . B-G 

2 sin — sin 

2 2 



d'où 



Ar = ^ (sin G — sin B) s: o ; 

A ^ o. 



Nota, — Nous avons reçu une autre solution de M. Théodore VladimU 
rescu, à Rdmnicu-Valcea [Roumanie). 



QUESTION 294 

Solntlon par M. Pexer, à Besançon. 



On donne un cercle de centre 0, une corde fixe AB, cl une 
corde GD de longueur constante, mais de position variable. On 



{**) Cette troisième solution est de M. Lavieu ville, professeur au collège 
de Dieppe. 
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trace AG et BD qui se coupent en S. Démontrer que le lieu du 
point S et celui du centre du cercle circonscrit au triangle SGD 
sont deux figures égales, 

La somme des ares AB et CD est invariable; l'angle ASb 
est constant : le lieu de S est par conséquent un arc capable 
dô cet angle, décrit sur AB, comme corde. Si Ton prend 
Tare BE = CD , le centre de ce segment sera en un point lo, 
intersection des droites 01 et Bto, respectivement perpendicu- 
laires aux droites AB et BE ; de plus, son rayon est toB. 

Le cercle circon- 
scrit au triangle GSD 
coïncide avec le 
segment capable du 
même angle S décrit 
sur DG comme corde. 
Construisons ce seg- 
ment capable sur la 
corde BE. Il suffit de 
mener OH à Bo/ res- 
pectivement perpen- 
diculaires à BE et à 
BA , le centre est oi% 
le rayon Bw'. En pre- 
nant, sur la perpen- 
diculaire OK à CD, une longueur Oto^ égale à Oo)', cd^ est le 
centre du cercle circonscrit au triangle SGD. 

Le lieu de w, est la circonférence décrite, de comme centre, 
avec un rayon égal à Ood'. La figure Bcd'Oo) est un parallélogram 
me, car les côtés opposés sont perpendiculaires à une même 
droite, donc Ow' = Bw ; ce qui démontre la proposition. 

Les résultats précédents subsistent pour S' point de ren- 
contre de AD et BG; l'angle constant aurait pour mesure la 
différence des arcs AB et CD. 




Nota, — Solution analogue, par M. M. Ledoux, élève au lycée de 
Limoges; solution trigonométrique, par M. Baudran, lycée de Rouen. 
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QUESTION 383 

Solviiom par M. Lavibutillb, professeur au Collège de Dieppe. 



On considère deux circonférences A, A' telles que Fune d'entre 
elles f A', passe par le centre de A. Les tangentes communes à ces 
circonférences touchent A' aux points A et B. Démontrer que AB 
est tangente à A. (G. L.) 

La droile AB étant perpendiculaire à 00^ si Ton désigne 
par R et R' les rayons de A et A', il suffit de démontrer que 

OD = R. 

SO' R' 

^^^ SÔ=R' 
SO' R' 




SO'-SO R'-R* 

R'* 

d'où S0'=— ; 

on a aussi 

R'« = SO' X O'D. 
De cette égalité, on tire, en remplaçant SO' par sa valeur, 

OD = R' - R. 
Par suite OD = R, 

Autrement {*) : En supposant que la tangente commune AS 
touche A en E et que le rayon 00' de A' rencontre A en D. 
Le triangle isoscèle OO'A donne 

A0(? = O'AO, 
d'ailleurs O^AÔ = AOE, comme alternes internes. 

Les triangles AOD, AOE sont donc égaux; par suite, AB est 
tangeute à A. 

Oq peut observer que AB est la polaire du centre de simi- 
litude S des circonférences A, A'. La propriété en question 
s'applique, bien entendu, au second centre de similitude S'; 
la polaire de ce point est tangente à A. 

Nota. — Solutions diverses par M"* V* F. Primer A Bruxelles, et par 
MM. W. Greenstreet M. A^ Baudran, élève au lycée de Rouen; Svéchni- 
coff, à Troïlzk (Russie); GroUeau, maître répétiteur au lycée de MarseUle. 

(*) Cette solution est de M. B. Sollertinsky. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



412. — Soient, a, 6, c les côtés d'un triangle quelconque. 
Démontrer que Ton a, quel que soit n, 

(a« + 6« + c«)(a"-2èn-2 _,_ ô«-2^n-2 ^_ c«-2^»»-2) ;> 2 (a^-h 6" 4- c») 

(0*^2 _^ ^n^2 ^ çn-2^^ 

/'L. Bénézech,) 

413. — Les portions Z^, /,, /j, i^, comprises à Tintérieur du 
cercle circonscrit, les droites qui joignent les sommets 
Al, A„ A3, A^ d'un tétraèdre à son centre de gravité, vérifient 
la relation 

c^ia» cli«> • • • ayant leur signification ordinaire. 

(L. Bénézech.) 

414. Théorème (*). — Si, au double d'un nombre triangu- 
laire (**), on ajoute un carré, on obtient la somme de deux 
nombres triangulaires. (E. Catalan.) 

415. — On a, 

III I 



2n — I 3 2n — 3 2n — i 

I / I I i \ (***) 

n \ 3 5 2n — I / 

(E, Catalan.) 

416, — D'un point P, intérieur à un triangle ABC, on mène 
les parallèles DPE, FPG, HPK, aux côtés. 

1° Trouver la relation qui existe entre les segments AG, 
AH, BD, BK, GF, CE. 

2® Dans quelle partie du triangle ABC le point P doit-il être 
situé, pour que Ton puisse construire un triangle XYZ, avec 
les droites DE, GF, HK, prises comme côtés? 

3® Ce triangle XYZ étant supposé possible, soient L, M, N 
les projections de P sur YZ, ZX, XY, respectivement. 

Démontrer que les droites LX, MY, NZ sont concourantes. 

(E. Catalan.) 

(*) Presque évident. 

(*•) Les nombres triangulaires sont : i, 3, 6, lo, . . . - 



» . « . 
'1 



(•**) Cette identité est, k peu près, évidente. A-t-elle été remarquée? 



1 ■ 
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417. — Uorthocentre n'est jamais sur le cercle de Brocard, 
sauf dans le cas limite qui correspond au triangle équilatéral. 

(F. Lemoine.) 

418. — On considère la circonférence qui passe par le som- 
met A et par le point de Lemoine d'un triangle ABC, et qui 
coupe orthogonalement le cercle circonscrit. Démontrer qu'on 
a, pour tout point M, de cette ligne : 

a'.MÂ^ ml 



6«.MB^-c«.MC'^ ml - 



m 



(a, 6, c désignant les côtés du triangle; wia, WI5, nie, les mé- 
dianes.) (L. Benezech.) 



ERRATA 

Page 170. Ligne 2 : au lieu de par rapport à JEllp), lisez par rapport à p, 

au lieu de F = ;i + f, lisez F = iltCp) -4- /. 
Page 173. Ligne 7, en remontant : 

au lieu de p -{- ffl{p) — i , lisez £tt{p) -h p — i. 
Page 174, dernière ligne : au lieu de fc + 3, lisez 4^ + 3. 
Page 177. Ligne 2, en remontant : au lieu de met n lire M et N. 
Page 179. Lignes 13 et 21, en remontant : après équiangle o/outer (en signes 
contraires). 

Page 199. Ligne 4 : au lieu de sur lire relativement à. 

Ligne 5, en remontant : Supprimer passant par A. 
Page 200. Ligne 6 : au lieu de conjugués de la droite lire conjugués des 
points de la droite. 

Ligne 14 : at^ lieu de point lire le point. 
Page 201. Ligne 9 : au lieu de antiparallèles lire isogonales. 

AM AM 
Pasçe 207. Ligne 10, en remontant : au lieu de -r=r lire -— -• 

AF AP 

Ligne 13, en remontant : au lieu de quelconque lire variable. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS* 



illl>RlMEtltB CBNtRALB t>B8 GHBUINS DB FBR. — IMPRIMBRIX GHÀtZ* 

RUB bbrgbrb/so, paris. — i 891 0-8-91 . 
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APPLICATIONS DE LA THEORIE DU CENTRE 

DES DISTANCES PROPORTIONNELLES (*] 
Par M. lionifl Bénézeehe 



L — Soit A5 un point dont les coordonnées barycen- 
triques, par rapport au tétraèdre de référence k^^^k^k^, sont, 
^if <^tf ^ty^i' Considérons six points quelconques de l'espace, 
M^ , Mji , M3 , M4 , Mg y Me . D'après une formule fondamen- 
tale de la théorie du centre des distances proportionnelles, 
on peut écrire les six équations : 

a4.M^+«2.M2A2Va3.M2A3Va4.M2A4^--V.M2A5^--^ai.Â5Âi^=o. 

a4.MaAiVa2.MeA2^+a3.MeA3^H-a4.M6A.4^— V.MeAs^— -^a4.A5Ai*=o; 
d'où, en éliminant «^ , a, , a, , a^ , Y, ^a^ A^Aj^, 



M,A/ 



M1A3' 
M.A3' 



2 






2 



M,At 



MiA," 

55' 

M.A. ' M,A. = 

M» A,* MjA, 



M,A, 



2 



M.A, " 
M«A,' 
M.A,' 



"•2 
s 

M,A/ 

ma;' 



= G. 



MeA,' MeA,2 

C'est une relation entre les distances respectives de six 
points quelconques de l'espace, à cinq autres points quel- 
conques de l'espace. 

Si, aux cinq premières équations du système précédent, on 
adjoint l'équation évidente 

a^ + ttj + aj -+- «4 — V — 0. ^a^AjA^^ = o 

(*) On pourra comparer les relations que nous élablissons dans celte 
note avec celles que nous avons déjà données, J.-E.^ 1890, p. 218. 
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et si on élimine a^, a,, a,, a^, V, ^ia^AjAi^, entre les équa- 
tions du système ainsi obteuu, il vient : 



MA* 
M.A,» 

MA' 



MA' 
M.A,* 

MA' 
M«A.* 



MA' 

MA' 

MA' 
M.A,* 



MA' 
MA' 

MjA," 
MA' 



MA' MA' MA* M,A,= 






MA' 

MA' 
MA' 

MA' 

M,A,* 
I 



= o. 



relation entre les distances respectives de cinq points quel- 
conques de l'espace, à cinq autres points quelconques de 
l'espace, 

II. — Soient a^ , a, , a, les coordonnées barycentriques 
d'un point A.^ par rapport au triangle de référence Aj , A, , A, ; 
et Ml , M, , M, , M4 , M , cinq points quelconques. On peut 
écrire le système d'équations : 

ai.MA'-»-«>-MÂ' + «»-MA' — S.MÂ*— ^«i-ÂÂ' = o 
tti . MjAi" + a, . MA' + "» • M, A,* - S . MA' - ^ «t • A- A' = o 



a,.MA' + a>-MtA,' + a,.MA'-S.MA'--^*i-A.A' = 

En éliminant «i , «i , «j , S , lla^Â.^K^^, entre ces cinq 
équations, on obtient la relation : 



MA' 
M,Aj* 

MA' 
M,Ai' 



M,A,* 
MA' 



MA,' M,A; 



MA' 



M,A, 



MA 



M^A,' M,A, 



M.Ai' M.A, 



M,A, 



MA' 
M,A»» 

MA' 
M.A.* 



= o, 



entre les distances respectives de cinq points arbitrairement 
choisis, à quatre points quelconques situés dans un même 
plan. 

Des quatre premières équations du système précédent, et 
de l'équation évidente, 
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a, + a, + «, - S - O.^iaiÂ^Âi' = o, 
un déduit, par éliminatJoD, la relation 

Ti;' ïfX' MX' WK? 



M,A,' 



MA,' MX' MA' 
M^* M^' M.Â^'' 

m;â,' mX' MX' 



entre les distances respectives de quatre points arbitrairement 
choisis dans l'espace, à quatre points quelconques situés dans 
un même plan. 

III. — Considérons enfin troispoints A,,A,, A„ situéssur 
une même droite. Soient ni.ai.lea coefGcionts dont il faut 
affecter les points A, , A, pour que A, soit leur centre des 
distances proportionnelles. M.,, M,, M,, M4 étant quatre 
points quelconques, on a les équations : 
,.MX~^+«i-MX'-(=ii+<'!)MX-(»i-ÂX^ + «..ÂX*)=o, 



a,.XA, +".-M,A. -(=<i+"i)M,A) -(«iXV + a,.A,A,)*=û 
d'oii par élimination de a, , a, , a, + a, , a,A,A,^ + a,A,A,' 
entre ces quatre équations : 

MX* MX' MX'' 

mX' ^â;' mX* 
mX^ mX' mX' 

MX* MX' MX'' 
relation entre les distances respectives de quatre points 
quelconques, à trois points quelconques en ligne droite. 
On voit sens difficulté, que, 

mX^ mX' mX' 
mX^ mX* mX' 
mX' mX^ MX' 



est une relatic 
de l'espace, à 



m entre les distances respectives de trois points 
trois points quelconques en ligne droite. 
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Remarque. — Les relations précédentes donnent lieu à de 
nombreux corollaires, et Ton peut déduire, notamment, de 
ces formules, l'équation quadripolaire d'un plan passant par 
trois points donnés, ainsi que Téquation tripolaire d'une 
droite passant par deux points donnés. 



TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernèsy 

(Suite y voir page 217.) 



XVII. — Suite des points isogonaux. 

Problème I. — Sur deux antiparallèles de V angle A, ADE, 
AD'E', déterminer deux points isogonaux M, M' tels que MM' 
paisse par un point donné» 

Problème II. — Ou bien tels que la circonférence AMM' 
passe par un point donné. 

La première question, en géométrie analytfque, revient à 
mener une tangente à une conique par un point donné et la 
deuxième s*y ramène par transformation. 

Mais nous trouvons ici une application remarquable de la 
méthode, qui donne simultanément des deux questions une 
solution purement élémentaire. 

Supposons que la condition soit que la circonférence AMM' 
passe par un point donné P et considérons les transformés m, m' 
des deux points cherchés M, M'; la droite mm' devra passer 
par le point/? transformé de P. Et comme, d'après le théorème 
du paragraphe précédent, mnd et MM' sont symétriques rela- 
tivement à F; milieu de EE', la droite MM'passera par le point Q 
symétrique de p relativement à F. Et cette seconde condition 
revenant à exprimer que les parallèles MM', mm' sont symé- 
triques relativement à F, elle pourra remplacer la condition 
que M et M' sont isogonaux. Le problème est donc ramené à ces 
termes : Sur les deux antiparallèles AD, AD' déterminer deux 
points M, M', tels que la circonférence AMWpasseparunpointdonné 
P et que la droite MW passe par un point donné Q. Or si Ton consi- 
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dëre tous les couples de points M, M' qui satisfont à la première 
condition, on sait qu'ils tracent sur AD, AD' deux divisions 
semblables dont P est le point autohomologue. Et la question 
rentre alors dans ce problème connu : Sur deux lignes, sem- 
blables, déterminer deux points homologues M, M' tels que la 
droite MM' passe par un point donné Q. J'en rappelle la solution 
pour montrer une fois de plus Tutilité des formules relatives 
aux angles définis à Ktu près. Considérant Q comme lié à 
Tune des figures semblables, par exemple, à la ligne AD, on 
détermine son homologue Q'dans Taulre figure, ce qui se fait 
en construisant le triangle QPQ' semblable au triangle RPR' 
qu'on obtient en projetant P en R et R' sur AD, AD'. Les 
droites MQ, M'Q' étant homologues, leur angle est celui des 
deux lignes semblables ; (MQ, M'Q') = (AD, AD'), ou (MQ, M'Q) 
+ (M'Q, M'Q') =: (AD, AD'). Mais Q étant sur MM', (MQ, M'Q) 
= o. Donc (M'Q, M'Q') = (AD, AD'), l'angle sous lequel de M' 
on voit QQ' est ainsi connu, et M' est sur une circonférence con- 
nue. L'intersection de cette circonférence et de AD' détermine 
deux points M', MJ, qui répondent à la question; les droites 
QM', QMJ coupent AD en M et Mj. Et l'on a ainsi deux 
couples de points M, M'; M^, M'^ qui fournissent les deux 
solutions de la question. La condition de possibilité est que 
la circonférence auxiliaire rencontre AD'. 

On voit par la manière dont la solution a été présentée, 
qu'on pourrait supposer que Q, au lieu d'être un point de MM', 

fut un point d'oii MM' serait vu sous un angle donné. De là, 
la solution de cette question: Déterminer sur AD, AD' un 
couple de points M, M' tels que la droite MM' soit vue d'un point 
donné Q sous un angle donné a et que le cercle Amm', qui est 
déterminé par les deux tyrans formés, passe par un point donné p. 

Il suffirait, au lieu de (MQ, M'Q) = o, de faire (MQ, M'Q) 
= a, et l'on aurait toujours (M'Q, M'Q') égal à un angle donné 
(AD, AD') ^ a. 

Indication d'une autre solution. — Supposons qu'il s'agisse de 
déterminer sur AD, AD' les deux points isogonatix M, M' sous la 
condition que MM' passe par un point donné Q. 

On établit aisément ce lemme: Si M,, W so^t deux points quel- 
conques situés sur AD, AD', m, m' leurs transformés, Q un point 
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arbitraire de MM', la somme algébrique des aires AQm, Am'Q est 
constante. Et de là on déduit, toujours par des considérations 
d'aires, que si a, p, y sont les coordonnées normales de Q 
rapportées au triangle ADD', on a p . Km -H y . Em' = a . EE'. 
Et si M, M' sont isogonaux et par suite m et m% on a aussi 
Em' . Wm = AE . D'E', et Ton est ainsi ramené à construire 
deux lignes connaissant leur somme et leur produit. Cette 
solution se simplifie si a = o, c'est-à-dire si Q est sur BC. 

XVIII. Théorème 1. — Si ADE, AD'E' étant deux anti- 
parallèles de rang le A, on prend sur la première deux points M, 
N conjugués harmoniques relativement à AD et que L étant le milieu 
de MN, I soit la rencontre de E'L et de BG; 4^ les droites IM, IN 
rencontrent AD' en deux points M', N' qui sont les isogonaux de 
M,N ; 2^ la droite lE rencontre AD' en un point L' qui est le milieu 
de WW. 

Théorème 2. — Si l'on prend sur AD'E' deux points m, n 
équidistants de E' et que L, étant le conjugué harmonique de A 
relativement à mn, i soit le point oii la circonférence ADL rencontre 
lacirconférence ABC: 4^ les circonférences kim^Ainrencontrent kl) 
en deux points m', n' qui sont les isogonaux de m, n et qui sont 
équidistants cfe E; 2° la circonférence Aid' rencontre AD en un 
point L' qui est conjugué harmonique de A relativement à m'n'. 

Le second théorème se déduisant du premier par inversion 
symétrique, il suffit d'établir le premier. 

1*» D'après le théorème de Menelaiis, le point I est défini par 

ID LA E'D' 



et le point M' par 



Et comme on a 



ID' LD E'A 
M'A MD ID 






M'D' MA ID' 
MÂ^ LA 



MD^ LE) 
on obtient, en multipliant membre à membre avec l'égalité 

, ,j , MA. M'A ID.LA 

précédente, 



' ou 



MD . M'D' lU. LD 
MA . M'A E'A 



MD.M'D' E'D' 
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Or cette relation est une de celles qui caractérisent deux 
points isogonaux M, M', ainsi qu'on peut rétablir directement, 
et ainsi qu'il résulte aussi de ce que cette relation n'est autre 
chose que la transformée de la relation déjà considérée Em' . 
E'm=E'A.ED. Celte transformation, lorsqu'il s'agit comme ici de 
longueurs toutes comptées sur les anti'parallèles AD, AD', peut 
se faire en ayant égard aux signes, il sufiSt de remarquer 
qu'en grandeur et signe chaque longueur PQ ou PA -f- AQ est 

égale à 

bc bc bc . pq 

1 , ou ^-^— • 

pA kq pA . kq 

On verrait de même que n' est réciproque de w. 

2° Le point L' est défini par 

UA ID EA 



et comme on a 



et 



L'D' ID' ED' 
ID M'A MD 



ID' M'D' MA 
EA MA . MA' 



ED MD.M'D' 
on conclut, en multipliant membre à membre, 

L'A _ M'A» 
L'D""M'D'«* 
Or M', W sont évidemment conjugués harmoniques relative- 
ment à AD', donc L' est le milieu de M'N'. 

Remarque /. — Il suit des égalités précédentes que les deux 
points L, y sont liés par la relation 

LA . L'A _ E A' 

LD.L'D' - ED»* 
Ils ne peuvent être isogonaux. 

Remarque 2. — Au lieu de se donner M, N, on pourrait se 
donner I sur BC, on en conclurait L, et alors M, N s'obtien- 
draient en portant de part et d'autre de L, LM, LN égaux à la 
moyenne proportionnelle entre LA et LD^ ce qui suppose L 
extérieur à l'intervalle AD. 

Cas particulier. — Si Von prend L sur la parallèle menée 
par E' à BC, ce qui revient à supposer I à Vinfiniy et qu'on porte 
LM, LN définis par LM^ = LN^ = LA.LD, les parallèles à BC, 
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menées par M e^ N détermineront sur AD' les points M', N' iso- 
gonauœ de M, N, 

Et le cas particulier correspondant du théorème transformé 
sera celui-ci : Si L est la rencontre de AD' et de la circonférence 
qui passe par A et D et est tangente à la circonférence ABC et 
que Von porte à partir de E' sur E'A les longueurs E'm, E'n égales 
à la moyenne proportionnelle entre E'L et E'A, les circonférences 
menées par A et m, par k et n tangentiellement à la drcon^ 
férence ABC détermineront sur AD, les points m', n', isogonaux 
de m, n, et ces deux points sont équidistants de E. 

XIX. Théorème 1. — Sur deu^ antiparallèles de l'angle k, 
ADE, AD'E' on suppose deux couples de points isogonaiMX M, M'; 
N, N'; démontrer l^que les droites MN', NM', se coupent sur BG; 
2® qu£ les circonférences AMN', ANM' 5e coupent sur la circon- 
férence ABC. 

On voit que chacune des deux parties du théorème se déduit 
de Tautre par inversion symétrique, et qu'ainsi il suffirait 
d'établir Tune d'elles. Mais la démonstration directe de cha- 
cune mérite d'être indiquée. 

La première partie résulte de ce que d'après la relation déjà 

signalée 

MA. M'A _ NA.N'A 

MD.M'D' ■" ND.N'D' 
les deux rapports anharmoniques (ADMN), (ADN'M') sont 
égaux et par conséquent DD', MN', NM' concourent. 
Pour la deuxième partie, de EM.E'M' = EN. E'N' on déduit 

EM _ EN _ MN 
E'N' ■" E'M' - N'M' ' 
La circonférence AEE' ou ABC est coupée par la circonfé- 
rence AMN' en un point P tel que 

PE _ EM _ MN 
PF ■" E'N' ~ WW ' 
et ce point P est du même côté de EE' que le point A ou du 

A*' '1 ^N , ^ . AE 

côte oppose selon que ^^777; a le même signe que -^=7 ou un 

signe contraire. De même les circonférences AEE' ou ABC et 
ANM' se coupent en un point Q tel que 
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QE _ EN^_ MN 

QK "" E^ "■ N'M' ' 

ce point Q étant du même côté de EW que A ou du côté 

Al MN . . . AE 

opposé selon que r—p a le même signe que pr^; ou un signe 

contraire. Donc P et Q coïncident. Les trois circonférences 
ABC, AMN', ANM' se coupent en un même point. 

Théorème 2. — On considère un triangle ABC et un point 
quelœnque M du plan. On joint le point E où AM rencontre la 
circonférence ABC à un point variable P de cette circonférence 
et si Q est la rencontre de BG et de EP, on trace par A une anti- 
parallèle à MQ relativement à r angle A, qui coupe la circonférence 
ABC en G. Démontrer que PG passe par un point fixe, qui est 
l'isogonal de M. 

Théorème corrélatif. — M étant un point quelconque du 
plan de ABC et D la rencontre de AM et BG, si Von fait passer 
par ket J) et un point variable P de BG une circonférence qui 
rencontre la circonférence ABG en Q, et qu'on mène par Kà la 
tangente en k à la circonférence AMQ une antiparallèle relative- 
ment à l'angle A qui rencontre BG en G, démo7itrer que la circon- 
férence APG passe par un point fixe qui est Visogonal de M. 

Il suffit d'établir le premier de ces deux théorèmes. 

Appelons M' la rencontre de PG avec Tantiparallèle à AE 
menée par A relativement à Tangle A, il faut prouver que M 
est Tisogonal de M. Soit D le point de AE situé sur BG et E' 
le point de AM' situé sur la circonférence ABG, et enfin g la 
rencontre de BG et d'une parallèle à MQ menée par A. En 
vertu de cette construction MQD, A^D sont semblables, et 
comme AjD est semblable à AE'G puisque ^ et D sont les 
tr ansformés de G et E', MQD, AE'G sont semblables et donnen 

MQ.AG = MD.AE'. 

Les deux triangles MQE, AM'G, évidemment équiangles 

donnent 

MQ.AG = ME.AM'. 

Donc j^Id = AE'. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉlf . — 1891 11» 
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Cette relation caractérise deux points isogonaux M, M". En 
récrivant, en effet, sous la forme 

ME MD 



AE' AM' 
ME DE 

AE' ~ M'E' 



on en tire t^ = ttt^, , ou ME. M'E' = AE'. DE. 



Théorème 3- — Si, Tétant lepoint deconcoursdes tangentes en 
B et G à la circonférence ABC, on trace par B deiuc droites Bx, Bx', 
antiparallèles relativement à Pangle ABT, et par G deux droites 
Cy , Gy antiparallèles relativement à V angle AGT, les rencontres 
des deux circonférences qui passent par A. et B et sont tangentes 
Vune à Bx, Vautre à Bx', avec les circonférences qui passent par 
k et G et sont tangentes à Gy, Cy' déterminent deux couples de 
points isogonaux. 

Les deux premières circonférences, en effet, sont les trans- 
formées de deux droites menées par G et antiparallèles rela- 
tivement à Tangle AGB, et les deux autres les transformées 
de deux droites menées par B et antiparallèles relativement 
à rangle ABG. 

Démonstration directe et généralisation de ce théorème. 

Les deux droites Bac, Bx' sont symétriques relativement à 
la bissectrice de Tangle ABT ; cette bissectrice ne change pas 
si Ton fait tourner en sens inverse BA, BT, d'un angle égal à 
B, de manière à amener BA sur BG; et si Ton opère de même 
pour Tangle AGT, on voit que les rencontres de Bx et Gy, de 
Bx' et Gy' sont deux points isogonaux relativement à un 
triangle PBG dont les angles en B et G sont B — A et G — A. 
De sorte que le théorème revient à celui-ci : Si K, K' sont 
deux points isogonaux relativement à un triangle PBG qui a pour 
angles 3 A, B — A, G — A, /e point ou se coupent les deux circon- 
férences tangentes à KB, KG et passant l'une par A, B, l'autre 
par A, G, et celui oii se coupent les circonférences tangentes à K'B, 
K'G et passant par A, B ; A, G, sont isogonaux relativement à ABC. 

Sous cette forme, le théorème se généralise ainsi ; 

Si K, K' sont deux points isogonaux relativement à un triangle 
PBG dont les angles sont a, p, y, le point ou se rencontrent les cir- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 281 

conférences qui passent par A, B ; A, G ef sont tangentes Vune à 
BK, Vautre à GK, et celui m se rencontrent les circonférences qui 
passent par A, B ; A, Cet sont tangentes à BK', GK' sont complé- 
mentaires relativement au point qui aurait pour coordonnées angu- 
laires X = a — 2A, (X = Y — 6Gy V = p — 2B. 

Désignons par M le point de rencontre des deux premières 
circonférences, par M' celui des deux autres, parX^, (jl^, v^, 
^1» (a'i, vi, les coordonnées angulaires de ces deux points et par 
^1» Pi> Yiî ^u P'i, Ji, les angles des deux triangles KBG, K'BG. 
On a (Xi = (MG, MA) = (GK, GA) = (GK, GB) + (GB, GA) = Yi 
— G. Ainsi p.^ = y^ — C, et de même v^ = p^ — B et par suite 
>j z= a^ — A. De la même manière >J = aj — A, if.[ = y\ — G, 
vî = pi — B. D'où Ài -h Xj ou X = a, 4- aî — 2A. = a — 2A, ij. 
= Y — 2G, v= p— 2B. 

Dans le cas particulier du théorème 3, X, {i.,-v sont égaux à 
A,B,G, d'oùa=3A, p:= 2B + G = B- A, y = 2G + B = G- A. 

Si, comme autre cas particulier, on veut que M, M' soient 
conjugués, c'est-à-dire si X= 2 A, «jl = 2B, v =: 2G, on aura pour 
le triangle PBG relativement auquel K et K' sont isogonaux, 
a = 4A, B = — 2A, Y = "" 2A. P est à la rencontre des symé- 
triques de BG relativement aux tangentes BT, CT à la circon- 
férence ABG. 

Si Ton veut enfin que M et M' soient isoptiques, on a pour 
PBG a = 2A, p = 2B, Y = 2G, P coïncide avec le transformé 
de l'orthocentre, précédemment désigné par L. 

Théorème 4. — Par A on trace deux droites, antiparallèles 
relativement à Vangle G, qui rencontrent BC en F, F'. Démontrer 
que si Von considère un point quelconque M sur la circonférence 
ABF, le point isogonal M' est sur la circonférence ABF' et que le 

FM.F'M' , ,, , . 

rapport reste constant, lorsque M parcourt la circon- 

férence ABF. 

La circonférence AFF' est tangente à AG, elle a donc pour 
transformée une droite parallèle à AB, et comme les transfor- 
més f, f de F, F' sont sur la circonférence ABG, la corde /'/" 
est parallèle à AB. Par suite G/*, G/"' sont antiparallèles relati- 
vement à l'angle G. Or Gf est la transformée de la circonfé- 
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rence ABF et Cf celle de la circonférence ABF. Le trans- 
formé m de M est sur C/", le transformé m' de son isogonal M', 
étant risogonal de m, est donc sur Gf\ ce qui prouve que M' 
est sur la circonférence ABF'. De plus on sait que fm.fm! est 

constant. Or 

6c.FM. ^ ,, , bc.TW 

FM.F'M' 

I^oi^<^ «, >,,,/ est constant. 
AM.A M 

Remarque. — De même que dans le théorème 3, les circon- 
férences ABF, ABF' étant les transformées de deux droites 
G/, G/"' antiparallèles relativement à G, les tangentes en B à 
ces deux circonférences sont antiparallèles relativement à 
Tangle ABT formé par AB et la tangente BT à la circonférence 
ABC. De là ce théorème : Si Von trace deux droites variables 
Bx, Bx' antiparallèles relativement à l'angle ABT, les eirconfé- 
rencrs menées par ketB tangentiellement à ces droites détermi- 
nent sur BG des couples de points F, F' formant une involution 
qui a G pour point central. (A suivre.) 
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Traité de Géométrie, par E. Roughé et Gh. de Cohberousse; sixième 
édition, revue et augmentée. 

La nomenclature des éloges qu'on peut adresser à cet ouvrage est 
depuis longtemps épuisée. Les éditions nombreuses qu'il a eues ont 
permis à ses auteurs de le tenir constamment à la hauteur des progrès de 
la Géométrie. La sixième édition, que vient de publier M. Gauthier- Villars, 
marquera parmi celles qui ont été l'objet des plus heureuses additions. 

Nous avons particulièrement remarqué la Note qui suit le livre II où se 
trouvent deux chapitres pleins d'intérêt. L'un porte sur les Méthodes en 
Géométrie^ qui ont été développées dans un livre très remarquable, mais 
d'une lecture difficile pour déjeunes élèves; nous voulons parler de l'ou- 
vrage publié en 1855, sous le même titre, par M. Paul Serret. Les quelques 
pages consacrées, dans ce chapitre, à l'exposition de la marche qu'il con- 
vient d'adopter, dans certaines classes de problèmes, sont empreintes de 
l'esprit philosophique le plus largo et le plus vrai. Elles deviendront 
et resteront classiques. 

Le second chapitre de la Note en question porte sur le théorème de 
Chasles (•) sur lequel M. A. Poulain vient, précisément, d'écrire une Note 



(*) Voyez renoncé de ce théorème et la Note qui raccompagne, dans le Journal d$ 
MathématifUM tpédaUê, numéro de septembre, p. 197. 
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dans le Journal de Mathématiques spédaks (p. 193). MM. Rouché et de 
Gomberousse distinguent, avec raison, les polygones égaux et de même sen$ 
ou de sens contraires. Avec cet^e distinction, le théorème de Ghasles n^est 
plus soumis à Tobjection, depuis longtemps relevée contre lui; il faut 
seulement observer qu'il comporte deux énoncés très distincts. 

Beaucoup d'autres perfectionnements ont été apportés à cette sixième 
édition ; le plus important nous paraît être la Note III qui termine le 
premier volume. Voici comment s'expriment, à ce sujet, MM. Rouché et 
de Gomberousse. 

«c Enfin, la Note III est consacrée à la Géométrie récente du triangle qui 
prend place, pour la première fois, dans un Traité. 

» Depuis quelques années, en effet, un grand nombre de Géomètres se 
sont occupés des propriétés du triangle, et un nouveau Ghapitre très inté- 
ressant a été ajouté par eux à la Science. Nous ne pouvions laisser ces 
travaux de côté, et nous commencions à les coordonner pour cette sixième 
édition, lorsque M. J. Neuberg, professeur à l'Université de Liège, et l'un 
de ceux qui, avec MM. E. Lemoine et H. Brocard, ont le plus contribué 
à ces découvertes, a bien voulu nous communiquer un travail complet 
sur ce sujet. Nous avons cru devoir en extraire intégralement la Note III, 
en nous bornant à y ajouter quelques indications bibliographiques très 
succintes. » 

Le Journal de Mathématiques élémentaire? a trop contribué à la difl'u- 
sion de cette Géométrie récente pour ne pas s'applaudir de la voir prendre 
rang dans un traité classique. 

Déjà, à l'étranger, ont paru de nombreux ouvrages, où elle se trouve 
longuement exposée. Ge mouvement ne se ralentira pas et nous en avons 
eu, récemment, une preuve bien palpable, en feuilletant le manuscrit fort 
étendu que M. J. S. M'Gay, le savant professeur de l'Université d'Edim- 
bourg, vient d'écrire sur ce sujet (*). 

Ajoutons enfin, après avoir exprimé notre regret de ne pouvoir consa- 
crer plus de place à ce compte rendu, que, par un complément naturel, 
une Note est consacrée, dans le livre II, à la Géométrie récente du tétraèdre. 
On peut seulement regretter qu'elle ne soit pas accompagnée, comme 
la Note III de la géométrie plane, de quelques indications bibliographiques 
permettant, aux lecteurs curieux, de remonter aux sources originales. 

La librairie Alcan met en vente plusieurs ouvrages nouveaux de 
M. GoMBETTE, inspecteur d'Académie à Paris. 

l*' Cours de Trigonométrie, à l'usage des candidats au baccalau- 
réat, etc. (1 vol. in-8% prix 4 fr.). 

2° Cours élémentaire de statique, à l'usage des élèves de la classe 
de mathématiques élémentaires, etc. (1 vol. in-8'; prix 3 fr.). 

3o Cours abrégé d'Algèbre élémentaire, à l'usage des élèves de 
la classe de mathématiques élémentaires (BaccaLawréat es sciences) et de 
l'enseignement secondaire moderne (3" édition ; prix 4 fr. 50). 

Nous avons trop souvent recommandé, aux candidats au baccalauréat 

(*) Dans cet ouvrage qui, nous l'espérons, ne tardera pas à paraître, la Géométrie du 
triangle est développée, mais bornée aux seules propriétés de cette figure. Encore, l'au- 
teur a-t-il uniquement, choisi celles qui peuvent être présentées sans autre base que 
les éléments d'Eaclide. Malgré cette double réserve, le livre ne comportera pas moins 
de 400 pages. 
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ès sciences et à ceux qui se proposent d^entrer dans les écoles du Gou- 
vernement, les ouvrages de M. Gombelte, pour qu'il soit nécessaire de le 
faire ici une fois de plus. 

Le cours de statique est tiré, tout naturellement, du cours de méca- 
nique du môme auteur. Il correspond au programme du 24 janvier 1891. 

Le Cours de Trigonométrie est un ouvrage nouveau, très complet et 
rédigé avec une grande clarté. 

Il comprend la trigonométrie sphérique et il est suivi de plus de 500 
exercices qui ajoutent notablement à sou intérêt. On sait quelle richesse 
d'exercices on trouve dans les trigonométries anglaises. C'est un exemple 
bon à suivre; il faut pourtant, comme Ta fait M. Combette, apporter du 
discernement dans le choix de ces exercices qui doivent, pour porter 
tous leurs fruits, être aussi variés que possible. 

Pour finir celte Notice bibliographique, nous devons encore signaler 
les ouvrages suivants de M. Joseph Badier, licencié ès sciences mathéma- 
tiques, professeur de mathématiques, publiés par la librairie Delhomme 
et Briguet (Lyon, 2, avenue de l'Archevêché; Paris, 13, rue de l'Abbaye). 

1* Eléments d'Arithmétique, à l'usage des candidats à la première 
partie des exameus du baccalauréat de l'enseignement secondaire clas- 
sique (programme du 8 août 1890). 

2» Eléments d'Algèbre. 

Ces éléments visent les mêmes candidats et, en outre, ceux qui se 
destinent au baccalauréat de l'enseignement spécial. 

3" Eléments de Cosmographie conformes aux programmes du bac- 
calauréat de l'enseignement secondaire classique et du baccalauréat de 
l'enseignement secondaire moderne. 

L'auteur, comme il le dit dans la préface de son Algèbre, a voulu con- 
server à ces ouvrages « le caractère de simplicité et de clarté qui leur 
sont imposés par les programmes auxquels ils veulent répondre ». Il 
nous a semblé, en les parcourant, qu'il y a pleinement réussi. Ce sont 
vraiment des livres simples, écrits dans une forme très claire. N'est-ce 
pas le meilleur éloge que l'on puisse faire d'ouvrages qui n'ont d'autre pré- 
tention que d'ouvrir aux jeunes esprits les premières notions des mathé- 
matiques? Ils sont d'ailleurs accompagnés de nombreux exercices qui 
leur donne une note personnelle. Nous les recommandons aussi, et tout 
particulièrement, bien qu'ils n'aient probablement pas été écrits à leur 
intention, aux instituteurs et aux élèves des écoles normales primaires. 



CORRESPONDANCE 



M. A. Poulain nous adresse la lettre suivante au sujet de 
la question 378 résolue dans le numéro précédent (p. 235). 
La relation (*) 

(*) Par cette notation abrégée on représente un déterminant dont les 
lignes se déduisent successivement de la première par la permutation 
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(i) 



tg — C08 A 

2 



= O 



a deux interprétations géométriques. 

La première concerne un point peu étudie, V, dont les 
coordonnées barycentriques sont cos A, cos B, cos C . Il 
résulte de (1) que F est situé sur la droite GF; F étant le 
point de (iergonne de ABC. Ce point F dont j'ai donné trois 
constructions directes {Mathesis, 1890, p. 250) se trouve aussi 
sur la droite qui joint I, centre du cercle inscrit, au troisième 
potentiel du triangle. Car la relation à vérifier revient à celle- 
ci, bien connue : S sin* A sin (B — C) = o. 

A A 

Enfin les points P (sin* —»...), Q (cos* — >...) partagent 

A 
harmoniquement GF à cause des relations 2 sin" — = — cos A, 

etc.. De là une nouvelle construction de F, car P et Q peuvent 
s'obtenir soit par une construction directe (Mathesis, ibid.), 
soit en joignant I aux extrémités 0, K du diamètre de Bro- 
card et en prolongeant jusqu'à GF. En effet, Q est situé 
sur IK (Boutin, /. E. 1890, p. 225). P est sur 10. Cet énoncé 
est la seconde interprétation de (1), quand on y a multiplié 
les lignes par sin A, . . . 

M. Boutin a fait remarquer (ibid.) que Q se trouve sur une 
quelconque des droites joignant respectivement la,... aux 
milieux des côtés. Il en résulte la relation 



(2) 



— a 



,A 
cos* — 

2 

,B 

cos* — 

2 

C 
cos* — 

2 



= O. 



En divisant les lignes de ce déterminant, respectivement, 
par sin A,... on trouve un alignement pourlepointde Nagelv, 

circulaire des lettres. Une légère faute, sans influence sur le calcul et sur 
le raisonnement suivi, s'est glissée dans la première solution de la ques- 
tion 378. Le facteur 2, comme nous Ta fait observer M. Poulain, facteur 
qui figure au dénominateur, doit Ôtre placé au numérateur. 

G. L. 
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Un raisonnement analogue fait passer de Talignement QIK 
à l'alignement connu vOI, lequel résulte de ce que v est 
Tanticomplémentaire de I. 

Quelques rectifications, ou errata, nous écrit M. Vigarié, sont à signaler 
dans mon article relatif à la méthode de transformation de M. Schoute. 
Page 130, ligne — 4 at* Heu de : ■+■ cotg G + 

lisez: + cotg B cotg G + 

3> 155, » — 6 au lieu de : La correspondante 

lisez : La courbe correspondante 

X 

» 182, » 20 aulieude: ---—, -— = etc.. 

' 48*53 cos A — K" 

œ" 

lisez : -= =i etc. . . 

480? cos A — K 

Dans les formules {U)x'^y y'\ %" et x^^ y'i^ %i sont des coordonnées 
normales, le triangle or thocentrique ; H^ U5 Hc étant pris pour 
triangle de référence. 
Page 183, ligne il aprks le mot « particulier » ajoutez : par I et T les 
transformations par points inverses par rapport au triangle ABG 
et au triangle orthocentrique. 
Page 183, ligne 14 au lieu de: R/»IRfc 

lisez : R^V^h 

9 183, » 15 au lieu de : IRoIR/jIR/i 

lisez: IRolR^rRA 

» 183, JD 17 biffer cette ligne et les trois suivantes. 
» 183, » 4 La seconde construction des points jumeaux doit être 
ainsi énoncée : prendre le point îij' transformé par rayons vecteurs réci- 
proques (centre H, puissance — p*) de P; puis le point îiJg inverse de liJ' 
par rapport au triangle orthocentrique, enfin le point iz transformé par 
rayons vecteurs réciproques (centre H, puissance — p*) de lii^. tc sera le 
point cherché P' (*). 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug^« Bontino 

(5Mtfe, voirp. 224.) 



191. — Les droites qui joignent les sommets du triangle aux 
points de Brocard, rencontrent la circonférence circonscrite aux 
points Al, Bi, Cl, A„ B„ C,. Démontrer qv^e les triangles A.^Bfi^, 
AjBjGji, ABC, sont égaux; que les deux premiers se déduisent du 
dernier en le faisant tourner ^ autour de 0, de l'angle 26, dans un 

(*) Gette erreur nous a été signalée par M. Bernôs. 

G. L, 
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sens ou dans l'autre, û est un point de Brocard, commmun à ABC 
et AiB^Ci ; Q'un point de Brocard, commun à AjBjGj et ABC; le 
second point de Brocard, de A^Bfi^ est le symétrique de Q' par 
rapport àOQ; le second point de Brocard, de AjBjCj est le symé- 
trique de Q par rapport à Où\ 

192. — Le lieu géométrique des points M te^s, que la droite 
harmoniquement associée soit parallèle à la direction déterminée 
par 

(1) Ix -h my + nz = o, 

est une conique circonscrite au triangle de référence. 
On trouve aisément, pour Téquation du lieu, 

Remarque. — Si (1) est Taxe orthique, (2) est l'hyperbole de Kiepert. 

193. — Trouver, dans le plan du triangle, un point M, tel que 
Aj, Bi, Cl, étant ses projections orthogonales sur les côtés de ABC, 
les quadrilatères: MA^BCi, MB^ACi, MA^GBi, aient même péri- 
mètre. 

Soient x, y, z, les coordonnées normales du point cherché. Les équations 
du problème sont: 

^. — ^ (i + sin A -h cos A) = ^. ^ (i + sin B + cos B) 
sin A sin B 

X '\- y 
= — — rr (i -h sin G + cos G) ; 
sm G 

d'où, en désignant par k le facteur qui est le même pour x, y, s: 

sin B sin G sin A 

fca?= — : : — çr— ;; + 



I 4- sin B + cos B i + sin G + cos G i -h sin A 4- cos A 

. B .G .A 

sm- sm- sm — 

ou kxsl^i = ^ H T— 

8inM5«>H--J sinUS» +- j sinU5«>H — \ 

ou enfin, kxJi = cos A + 2 cos — sin^ sin - . 

On peut remarquer que ce point est sur OJ,, J désignant le premier 
point réciproque du point de Nagel, v. 

194. — Distance du centre du cercle circonscrit au point de 
Gergonne T. 

On trouve: nf * — H« - 4PS(R H- r ^ 
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CERTIFICAT D'APTITUDE 
A l'enseignement secondaire spécial 

(Juillet 1891) 
Arithmétique et Algèbre. 



I. — Deux fractions ordinaires irréductibles ont le même dénominateur ; 
en les convertissant en fraction décimale, avec une approximation indé- 
finie, on obtient deux quotients périodiques : 

1* Démontrer que, pour chacun de ces quotients, la période a le mâme 
nombre de chiffres, et que les chifitre& de la partie irrégulîère, c*est-à- 
dire ceux qui précèdent la première période, sont aussi en même nombre, 
lorsqu'ils existent; 

2o Ed supposant la somme des deux fractions ordinaires données égale 
à Tunité, prouver que la somme de deux restes de même rang est égale 
au dénominateur commun et que la somme de deux chiffres décimaux de 
même rang est égale à 9. 

IL — Une demi- circonférence, de rayon donné R, est limitée par un 
diamètre AOB ; par le centre on mène, perpendiculairement au dia- 
mètre AS une demi-droite indéfinie OX, qui coupe la demi-circonférence 
donnée au point C, et sur laquelle on prend un point M que Ton joint au 
point A; la ligne MA rencontre en D la demi- circonférence; on fait 
tourner toute la figure autour de AB et on appelle V, et Vj les volumes 
respectivement engendrés, dans une révolution complète, par le triangle 
mixtiligne MCD et parle segment de cercle limité à la corde AD et à l'arc 
commençant en A et finissant en D : 

1*' Déterminer la position du point M de telle sorte que l'on ait : 

Vi = wV, 

m étant un nombre positif donné. Discussion par rapport à m. 

3 

Application numérique ; m = -; R = l; 

2» Pour certaines valeurs de m on trouve deux points M' et M'^ répon- 
dant à la question. Quelle valeur faut-il donner à m pour que Ton ait la 
relation : 

p étant un nombre positif donné. Discussion par rapport à p. 
Application numérique: p = l. 
Donner les résultats à 0,01 près. 

Trigonométrie et Géométrie. 

I. — Quels sont les différents systèmes d'équations qu'on établit entre 
les éléments d'un triangle? Démontrer l'équivalence de ces systèmes. 

II.-— Par un point P, on mène aux asymptotes d'une hyperbole donnée 
des parallèles qui coupent la courbe en M et N : 

!• Trouver l'équation de la droite MN, quelle est sa direction, et que 
vaut ler apport des distances du point P à cette droite MN et à la polaire de P? 
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V Trouver le lieu géométrique du point P pour que la droite MN passe 
par le centre de l'hyperbole ; 

S» On mène du centre la perpendiculaire OH sur la ligne MN. Quel est 
le lieu du point H, quand on fait varier Tangle des asymptotes en laissant 
fixes les sommets A et A' de l'hyperbole , 

4» Trouver le lieu du point P pour que la droite MN soit tangente à 
l'ellipse qui a les mêmes axes que l'hyperbole donnée, celle-ci étant 
invariable. — Construire la courbe ainsi obtenue, tracer ses asymptotes. 

Concours général en cinquième année de renseignement 

secondaire spécial (1891). 

La distance d'un point M à une circonférence de centre et de rayon R 
étant, par définition, la valeur absolue de la difiérence MO — R, on con- 
sidère dans un même plan P deux circonférences dont les centres et O' 
sont à une distance D, et dont les rayons R et R' (R ^ R') sont donnés. 
Un point M se déplace dans le plan P en restant toujours à la même 
distance des deux circonféreoces. 

!• Discuter la ligne L parcourue par le point M ; 

2* Indiquer les régions du plan P pour lesquelles les points sont plus 
voisins de la circonférence que de la circonférence 0' ; 

3" On suppose un mobile parcourant la liajne L de sorte qu'un même 
arc ne soit jamais parcouru qu'une seule fois, et Ton considère les pro- 
jections de ce mobile sur une droite X'X passant par le milieu G de 00' 
et faisant avec GO' l'angle a dont la valeur positive ne dépasse pas 90**. — 
Construire les Umites des portions de X'X qui sont parcourues plus de 
deux fois par la projection. 

En supposant les deux circonférences sécantes, on calculera, en fonc- 
tion des données R, R', D, a, les portions de XX' ainsi limitées. 



QUESTION 379 

Solution par M. Svéghnigoff, à Troïtzk. 



Rendre calculables, par logarithmes, les quantités suivantes : 

/o A = sin a sin (b — c)tga. -4- sin b sin (c — a) fg^ b -h sin c sin {ai — h)tgc;. 

2^ B=co«asm(b— c)coi5f a-+-cosb5m(c— a)co^^b+co»cstn(a— b) cotg c ; 

(B. Sollertinsky.) 
l^On a 

sin a sin (b — c)iga-h sin b sin (c — a) tg b 
sin* a (sin 6 cos c — cos 6 sin c) cos 6 + sin* b (sin c cos a — cos c sin a) cos a 

COS a cos b 
_ sin a sin 6 cos c (sin a cos 6 — sin 6 cos a) — sin c (sin* a cos* b — sin* b cos* a) 

cos a cos 6 
__ sin (g — b)[sin a sin b cos c — sin c sin (a 4- b)] '___ ^ 
^ cos a cos b ~" ' 
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sin» sin (g - h) 

d ou A = Cl H 

cos c 

sin (a — 6)[sin a sin 6 cos* c — sin c cos c sin (a + 6) -f- cos o cos 6 sin" c] 

COS a cos 6 cos c 
Mais sin a sin b cos* c -h cos a cos 6 sin* c 

1 

= — [cos(a— 6)co8*c— cosCa+ft)co8'c+cos(a-6)8in*c+cos(a+6)sin»c] 

1 

= — [cos (a — b) — cos (a 4- 6) cos 2c] • 

Par suite, 

sin (a — 6)[cos (a — 6) — sin (a ■+■ b) sin 2C — cos (a + 6) cos 2c] 

2 cos a cos 6 cos c 
_ sin (a — b)\ cos (a — 6) — cos (a + 6 — 2c)! 

2 cos a cos b cos c 

_ sin (a — b) sin (a — c) sin 6 — c) 

cos a cos 6 cos o 
2® En remplaçant, dans celte formule, a, 6, c par a, 

è _ C, 
2 2 

sin (6 — a) sin (c — a) sin (c — 6) 
on a — B = ^ 



ou B = 



sin a sin b sin c 
sin (a — 6) sin (a — c) sin (6 — c) 



sin a sin 6 sin c 

Remarque, — = tg a tg 6 tg c. 
B 



QUESTION 380 

Solution» par M. Youssoufian, à Gonstantinople. 



Deux cercles égaux A, B sont tangents extérieurement. Par le 
point de contact E, on mène une transversale^ qui coupe A, en G; 
B, en D. Sur CD, comme diamètre, on décrit une circonférence, 
qui coupe le cercle B en H. Démontrer que le rayon p, du cercle 
inscrit à la figure formée par les arcs EG, GH, HE, est donné par 
la formule 
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2r cos^ a 

P = 
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i -h 2 cos a 
dans laquelle r désigne le rayon des cercles proposés, a l'angle que 

la sécante CD fait avec la ligne des centres. 

(G. Russo.) 

Les deux cercles étant égaux, les cordes CE, ËD le sont 
aussi; par suite, le centre du cercle décrit sur CD comme 
diamètre est en E. La figure formée par les arcs EC, GH, HE 
est donc symétrique par rapport à la tangente commune, et le 




centre du cercle clierché se trouve situé sur cette tangente. 

Soit J le centre de ce cercle. Je joins J au centre B de l'un 
des cercles donnés. Je forme ainsi un triangle JEB, rectangle 
en E, dans lequel 

JB = r + p, EB = r, EO = CE — p = zr cos a — p. 

On a donc 

(1) (r H- p)* = (2r cos a — p)> + r*; 

,, . 2r cos a 

d ou p = 

^ 1+2 COS a 

Généralisation (*). — Soient r^, r, les rayons des cercles 



(•) Cette généralisation est de M. Svéchnicoff, à Troïtzk. 



262 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

A, B qui sont inégaux. Traçons la circonférence L, dont le 

centreestlepointEetdontlerayonestégalà - CD .Soit pie 

rayon du cercle J tangent intérieurement à L et extérieure- 
à A, B. Alors nous aurons 

4^i^« •+■ 2(^1 + rj* cos a 
En effet; le triangle ÂBJ donne 

BË.ÂJ^ H- ÂË.BJ2 = (ÂË + BË)(ÂË.BË + ËJ^), 
ou 

^sCn + p)* + ^i(^ + p)' = (^1 + r,)[r,r^ +1(^1 + r^) cos a - pj*], 
d'où Ton tire la formule proposée. 

Construction géométrique (*). — Les perpendiculaires à AB, 
élevées aux points E, B, dans des directions contraires, ren- 
contrent les circonférences E, B aux points N, G. La droite 
NG coupe la circonférence B, en F; BF rencontre EN en J; 
c'est le centre chefché. 

On peut observer qu'il existe un autre cercle tangent aux 

circonférences A, B, E, dont le centre J' s'obtient comme 

l'indique la figure. Son rayon p' est donné par la formule ; 

, 3r sin* a 

p = : 

^ 2 sin a — I 

Nota, — M. Théodore Vladimiresco nous a adressé une autre solution 
très simple de cette question, basée sur la transformation par rayons vec- 
teurs réciproques. 

QUESTION 381 

Solution par B. Sollertinsky. 



^® Exercice numérique. —Simplifier la somme des fractions 

2.3.4. ..n / n^ 4.5. ..n 

(2n+i) 1 (2n— 3) ^ 



3.5.7...2n+i 5.7...2n--i 

(2n - 7) , . . . , pour n = 7, 8, 9, 1 0, . . . (**j 

7.9. . .2n — 3 

(*) Donnée par M. Sollertinsky. 

(*•) Le dernier produit, en numérateur, est n ou (n — i)n; selon que n est 
pair ou impair. 
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2^ Théorème. — La somme des fractions considérées dans la 

question précédente, est j ou ^ , suivant que n est pair ou 

impair. 

3^ Théorème. — Soit n un nombre entier; soit k un nombre 
entier inférieur an. On a 

1 k k(k-i) 



n — k (n — k)(n— k-hi) (n — k)(ii — k-+- i)(n — k4-2) 

k(k — I ) ... I _ ï 
* " "" (n— k)(a— k-h i)...n "" n 

(E. Catalan.) 

1® et 2® On vérifie sans peine que la somme à déterminer est 

2.3.4. * *^ 



1 + 



3*5.7...2n — I 
2n— 3 {2n— 7)(2n— i) (2n— i i)(2?i— i)(2n— 3) + . . . 

2 2.4 2.4.6 



Le nombre des termes entre crochets est - ou > et le 

2 2 

dernier terme est 

5.(2n— i)(2n — 3). ..(in- 5) 7.(2/1— i)(2n— 3). ..(n4-6) 

2.4.6. . .(n — 2) 2 4.6...(n--3) 

suivant que n est un nombre pair ou impair. 
En sommant ces termes, on trouve successivement 
2n — I (2n— i)(2n — 3) (2n — i)(2n— 3)(2n — 5) 

2 2.4 2.4.6 

Enfin 

(2n— i)(2n— 3)...(n-H 3) (2n — i )(2n — 3) . . . (yi+4) 
2.4. . .(71— 2) 2.4. . .(n— 3) 

donc, la somme cherchée est, suivant les cas, ou • 

n-h I n-h 2 

3® Le premier membre de Tégalité peut être mis sous la forme 

(- r)* ^(^"'^ "' 

^ ^ (» — k)(n — k-h i)...n 

n n(n— i) n(n— i)(n— 2) , ,^n(n— i). . .(n— /:-i-i) 

I 1.2 1.2.3 1.2.3. ..Ac ) 
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et la sommation des termes eittre crochets donne, successi- 
vement : 

n — I (n — i)(n — 2) (n — i)(n — 2)(n — 3) 



( 



I .3 I .2.3 

(n — i)(n — 2). ..(n — A) 



- ï* 



l*2.3*»»/t 

L'identité proposée se trouve ainsi établie (*). 



QUESTION PROPOSEE 

419. — On considère le rectangle circonscrit aux quatre 
sommets A, A', B,B' d'une ellipse. Soit I le point de rencontre 
d'une des diagonales de ce rectangle avec l'ellipse. Montrer 

que les angles ÂIATet BIB'^ont supplémentaires. 

(E.'Dl. Barisien.) 

ERRATA 

Page 108. Lignes 16 et 17 : les équations représentent les transversales réci- 
proques des droites signalées aux lignes 18 et 20. 

Page 228. Ligne 4 : au lieu de travaux, lisez tableaux. 
Le livre analysé (toc, cit.) est édité, nous avions oublié de mention- 
ner ce fait par la librairie Gautbier-Villars. 

Page 228. Ligne 3 en remontant : au lieu de cordes, lisez cercles. 

Page 230. Ligne 9, en remontant : au lieu de ACB, lisez ABC. 

Page 231. Ligne 2, en remontant : au lieu de A6D, lisez ABC. 

Page 232. Ligne 21: au lieu de le point de Lemoine de ABC, lisez le point 

de Lemoine de A'B'C. 
Page 234. Ligne 11 : au lieu de AFDH, lisez AFDH'. 
1890; page 254. Ligne 7 : lisez : au réciproque de Tindice point. 

(*)Onpeut consulter, relativement à cette question, le mémoire intitulé 
Sur les polynômes de Legendre^ d^Hermite et de Polignac. 

E. C. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIB GBNTRALB DBS CHBHIINS DB FBR. — IMPRIMBRIB CHAIX. 
RUB BBRGBRB, 20, PARIS. — 22136-10-91. 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 265 



TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bernés, 

(Suite, Toir page 244.) 



XX. — Sur les transformés des podaires de deux points isogo- 

NAUX, ET RELATIONS QUI s'y RATTACHENT. 

m, m' étant deux points isogonaux, considérons^ pour m, le 
triangle pqr dont les sommets g, r sont les rencontres de AB, 
AC avec la perpendiculaire en m k km, et dont le sommet p 
est à l'intersection des circonférences Bmq, Gmr ; et, pour m', 
un triangle p'gV construit de même. Ces deux triangles don- 
nent lieu au théorème suivant. 

Théorème. — /° p, p' sont sur la circonférence ABC, et le 
diamètre AS de cette circonférence est tangent aux deux circon- 
férences Apm, Ap'm'. 

2® Am, pm rencontrent la circonférence ABC aux deux extré- 
mités d'un même diamètre; et, de même, Am', p'm'. 

5° Les six points p, q, r, p', q', r', sont situés sur un même 
circonférence qui a son centre sur la sy médiane issue de A dans le 
triangle kmvû! ; et si e est le point oii cette sy médiane rencontre la 
circonférence Amm', les distances des six points à e et k sont pro- 
portionnelles. 

4° Lepodaire de m relativement au triangle pqr est semblable 
au podaire, relativement à ABC, de Visocyclique W de m. Et de 
même pour m' et p'q'r'. 

Raisonnons sur le triangle pçr. Soient M le transformé de m, 
et PQR le podaire de M relativement à ABC. Le triangle pqr 
est le transformé de PQR. En effet gr perpendiculaire, en m, à 
Aw, est la transformée de la circonférence AQRM qui a AM 
pour diamètre, 9, situé sur AB, est donc le transformé de Q 
situé sur AG, et r le transformé de R. Les circonférences Bmq 
Gmr sont les transformées des circonférences GMQ, BMR, qui 
86 coupent en P, donc p est le «transformé de P. Alors : 

JOURNAL DB MATH. ÉLBM. — 1891. 12 
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1® Puisque P est sur BG, p est sur la circonférence ABC, et 
puisque MP est perpendiculaire à BG, la circonférence kmp 
est orthogonale à la circonférence ABG, par conséquent tan- 
gente au diamètre AS. Même chosepourjo'etla circonférence 
kp'm\ 

De là une construction plus simple de p etp'. On prend la 
rencontre g de qr et de la tangente, en A, à la circonférence 
ABG, et Ton projette A sur la droite ps; ou, ce qui revient au 
même, p est l'intersection de gs et de la circonférence ABC. 
Construction aualogue pour p. 

2® Soient /", f^ les points où km et pm rencontrent la circonfé- 
rence ABG. Ces points sont les transformés des points F, F^ où 
AM et la circonférence APM rencontrent BC. Or cette dernière 
circonférence a pour diamètre F^M; par suite, Tangle MAF^ 
est droit. Donc la circonférence AFF^ coupe orthogonalement 
BG et sa transformée /'^ coupe orthogonalement la circonfi- 
rence ABG; c'est-à-dire que /'et /i sont les extrémités d'un 
diamètre de cette circonférence. 

De là résulte la construction la plus simple de p. On trace 
par /',où AM rencontre la circonférence ABG, le diamètre ff^\ 
la droite f^m coupe la circonférence ABG en p. 

3^ Si M et M' sont les transformés de m, m', et PQR, P'Q'R' 
leurs podaires relativement à ABG ; ces deux triangles 
sont inscrits à un même cercle, qui a son centre, au milieu E 
de MM'. L'explication peut se réduire à ces termes ; les 
droites QR, Q'R', respectivement perpendiculaires à AM', 
AM, sont antiparallèles relativement à A'; et les quatre points 
Q, R, Q', R' sont sur une même circonférence. Le centre de 
cette circonférence est en E, car les perpendiculaires au milieu 
de QQ' et RR' passent toutes deux par le milieu E de MM'. 
Pour la même raison, E est le centre de la circonférence RPRT'. 
Ges deux circonférences, ayant même centre et le point R com- 
mun, coïncident. Donc les six points P, Q, R, P', Q', R' sont 
sur une même circonférence ayant E pour centre. 

Geci admis, il est clair que les six transformés p, ç, r, p\ q\ r', 
Gont sur une même circonférence, transformée de la première. 
Et comme le centre E de celle-ci, milieu de Mm', a pour trans- 
formé le point e où la symédiane, issue de A, dans le triangle 
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Amm', rencontre la circonférence kmm\ la nouvelle circon- 
férence que nous appellerons o), a son centre sur cette symé- 
diane. De plus, d'après le § XI, le point e est conjugué de A 
relativement à cette circonférence, et, par conséquent, les 
distances des six points p, q, r, p', g', r' à e et A sont propor- 
tionnelles : 

pe _^ qe _^ re __ p'e _ q'e _ r'e 

pA *" 9^A "" rA ~ p'A "" g^'A "" r'A 

Ajoutons que, d'après la propriété connue de la symédiane, 
on a aussi 

me m'e 



mk m'A 

Quant au centre co, il est au milieu de la droite \Y déterminée 
par les extrémités 1, 1' des diamètres qui passent en A, dans les 
deux circonférences Aqr, Aq'r', et qui sont situés, le premier sur 
Am', le second sur Am. Caries projections de /, /', sur AB, étant 
q, ^, et sur AG r, r', celles du milieu de //' sont sur les milieux 
de qq% rr\ 

Observons que p et p' n'intervenant pas dans cette con- 
struction du cercle co, on peut obtenir ces deux points par 
l'intersection des circonférences o), ABC. 

Remarquons encore que, si K est la rencontre de qret q'r\ 
AK est un diamètre du cercle Aww'; par conséquent e, qui 
est Tintersection de ABC et de Aco est la projection de K 
sur Aft). 

4® D'après le § XII, le podaire de m, relativement au triangle 
pqr, est directement semblable au podaire de M relativement 
à PQR. Mais on sait que celui-ci est directement semblable 
au podaire, relativement à ABC, de l'isogonal M' de M. Et 
comme cet isogonal est l'isocyclique de m, le podaire de m 
relativement à pqr est directement semblable au podaire 
relativement à ABC, de son isocyclique' M'. 

Signalons encore cette propriété ; Si d^ est l'opposé harmO' 
nique de A, relativement à Cm, les circonférences Ad^e, kCm' sont 
tangentes : leur tangente commune, en A, passe par le centre de 
la circonférence Apr. 

En effet, le transformé D^ de rf^ est le milieu de BM; D^E 
est donc parallèle à BM', et tous deux sont perpendiculaires à 
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PR. Donc les circonférences Ad^e, kCm' sont tangentes entre 
elles, et orthogonales à la circonférence kpr. 

Même propriété pour les opposés harmoniques de A, relati- 
vement à Bw, Cm', Bm'. 

mn X Ma X ^ _ 

Relations : —, = ^ , j^ = r » ou mo, Mo désignent 

les puissances de m, M relativement à la circonférence ABC, 
et X, X la première coordonnée normale de M, m. 

On peut rattacher ces relations, dont il sera fait usage 
§ XXIII, au 2° du théorème précédent. Soient f, f les ren- 
contres de la circonférence ABC avec Am, Am', et //i un dia- 
mètre de la circonférence ABC. D'après 2®, kmp est semblable à 
fifnfy et comme il est aussi semblable à APM, on a 

m/* _ 2R mf _X 

MP~Mi' ^^ wl~Â 

... Wo X 

et par suite z=z = — • 

Am h 

Cette égalité subsiste quand on a égard aux signes de Mq et 
de X; car la similitude de AOm, AMA', où A' est le transformé 
de 0, c'est-à-dire le symétrique de A, relativement à BC, donne 

Om _ MA 

"r" ""ma* 

Ainsi, m est extérieur ou intérieur à la circonférence ABC, 
selon que M est du même côté de BC que A, ou du côté 
opposé, de sorte que rWo et X sont toujours de même signe. 

Cette relation peut, du reste, être établie indépendamment 
de la considération du point jo, qui y est, au fond, étrangère. De 

Om _ MA' 

R "" MA ' 



rr-2 1,, t,,ma^-ma2 4R«AX 

on tire Om — R* = R* =zz- = ^ ; 

MA' MA' 

mn X 



d'oîi 



Âm' à 
permutation de m et M donne auësi 

Mq __ X 

ÂM' ~~h' 



on a 
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Corollaire. — Une conséquence à noter est l'égalité 

Aw _ AM^ M/*^ 

km' ~~ AM ~ mf 
D'après un théorème connu (voir J. E. 1891, p. 165) : 

h ~ AM.Am' ~ Am'* 

et comme — = — ^ = i — , 

h Aw' Am 

Am _ AM' _ /"'M 

Am' ~ ÂM ~ "" Twî ' 
On aurait, par permutation, 

Am'_ AM _ _ fW^ 

Am ~" AM' "" fm' ' 
ce qui s'accorde avec l'égalité connue, relative aux points 
isogonaux ; fm.f'm' = fW.f'M.. 
Relation générale entre les rapports 

mp mq mr 

Ap Aq Ar 
et la distance Am. 

X, Y, Z étant les coordonnées normales de M, transformons 

par inversion la relation 

aX + 6Y + cZ = 2S. 

V nyrn bc mp -. hc mq ^ bc mr 
X, ouMP = -— .-^, Y = -— .-p, Z = -;— .— • 

Am Ap Am Aq Am Ar 

Ces égalités auront lieu en grandeur et en signe, dans les 

conditions suivantes : si Am est pris en valeur absolue, on 

considère -r— comme positif ou négatif selon que m est exté- 
rieur ou intérieur à la circonférence ABC; — ^ comme positif 

' Aq ^ 

ou négatif, selon que m est du même côté de AB que C ou du 

mr 
côté opposé; et, de même, - — > selon que m est du même côté 

Ar 

de AG que B ou du côté opposé. 
On aura ainsi la relation générale 

mp , mq mr . a 
Ap Aq Ar 2R 
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Remarque. — Si les angles BAm, mAG sont définis en gran- 
deur et en signe à 2X1^ près^ on a, en grandeur et en signe, 

-r— = sin BAm, -r— = sm wAC, 

Ag Ar 

et une transformation facile donne 

b sin BAm -h c sin mAG = a cos mA S, 

oli AS est le diamètre de la circonférence ABG. De sorte que 

la relation devient 

mp km 

-r- = -T7 — cos wAS. 
kp 2R 

Expressions diverses de -^ • — L'égalité précédente nous en 

donne une première expression. Si Ton désigne par 9 l'angle 
(gS, gk) du triangle rectangle kgS considéré dans 1®, on a 

Am 

mp (sin mAS — 9) 

et, par suite, -r-^ = ^^ : • 

kp sm cp 

Une deuxième expression est donnée par la similitude de 

Apm, fjm, 

mp mf mo 

■ "~" ^^— "~~ ^^ —— ^-.— ^— • 

kp 2R 2RAm 
Il faut remarquer d'ailleurs que dans le triangle /i/m, l'angle 
en m est égal à <p et l'angle en /i, à mAS — 9, de sorte que 

l'égalité ■—- = -^ est identique avec 

mp sin (mAS — 9) 

— — "~~ « • 

kp sin 9 

Le triangle kmp donne aussi 

mp _ sin (mAS — 9) 
Am "~ sin mAS 

Une troisième expression est 7-^ = — - — -, • — Nous avons vu 

^ Ap Am 

en efiFet, dans le corollaire relatif à la relation — -=-r9 que 

Am* h 

X Mf 
h'' km'' 
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D'ailleurs ^-^=^%; 

d'où -=--—- (v. § XXIII, 20)'. Et comme r-^ =ttf» 
X km' ^ ^ ' ^' Ap AM 

on conclut -r-^ — — r — >• Éeralilé où il faut attribuer à Aw' le 
kp km 

km' 
signe, antérieurement défini, du rapport - — , puisque, dans 

la définition du signe de -r-^ , km a été supposé pris en valeur 

km' 
absolue. Or, le signe de - — est le même que celui de Am'.AM, 

c'est-à-dire celui de la puissance de A, relativement à la 
circonférence m'BG. Il faut donc regarder km' comme positif 
ou négatif, selon que A est extérieur ou intérieur à la circon- 
férence m'BG. 

Une quatrième expression, moins simple, résulterait de la 
transformation, par inversion, du second membre de la rela- 

s ^màYZ 

tion - = 1 — 9 dans laquelle s désigne Taire PQR. Sachant 

o abc 

que - = -9 on obtient, par cette transformation, 

^ S 47r« ^ ' 

^ ma mr ax 

Ml — - • — = • 

kq kr 2R 

Expression des côtés des triangles pqr, p'q'r'. — La transfor- 
mation de 

QR a , kq,kr a 

donne qr = 



AM 2R ^ Aw 2R' 

„ ^ PR 6 , Ap.Ar.Gm 

celle de Kirr = ^B" donne pr = — ^— ^ ; 

BM 2R ^ 2R.Am 

, , , kp.Aq.Bm 

et, de même, pq = — =r^ • 

^ 2R.Am 

Ou encore 

_ Am.sin A Gm.cosç _Bm.cos(p 

^ "cos mAG.BAm' ~" cosmAG ' cos BAm 
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Expressions analogues pour gV, />V, pY* Elles montrent, 
et c'est visible a priori, que 

qr Km 

qY km' 

Expression des angles des mêmes triangles, — Désignons ces 

angles par p, q, r, p', q\ r\ et par a, p, y, a', p', y', ceux des 

triangles mBC, m'BG, tous définis, suivant Thabitude, à Ktt 

près, et ces derniers liés, comme on sait, par les conditions 

a 4- a = A, p + p' = B, y + y' := G. 

Nous allons montrer que 

p = a', ç = p' + ^ _ cp, r = y' - ^ H-(p, 

p' = a, ?' =^ P + ^ - <p', , r = Y - ^ + 9', 

o' ayant une définition analogue à celle de 9. 
D'après les relations angulaires du § XII, on a 

p = P - (AQ, AR) = P + A; 
et comme PQR est symétriquement semblable à wiBG, P == — a ; 
donc p = A — a = a'. 

D'après les mêmes formules, 

g = Q-(AR,AP), 
et (ynr, mp) = (MR, MP) - (AR, AP) 

ou Z'-^^-B- (AR, AP). 

2 

De là résulte : 

/-v r* 7^ ^/ '^ 

Ç=Q4-Bh 9 = P H 9. 

On établit de même les autres égalités. 

On peut y arriver encore en s'a'ppuyant sur 3®; savoir que le 
podaire de m relativement à pqr est semblable au podaire de M 
relativement à ABG. 

En effet les coordonnées angulaires de m, relativement à pqr, 
sont 

{mq, mr) = o, (mr, mp) = 9, (mp, mq) 1= — - + 9 ; 

les angles du podaire de m, relativement à pqr, sont égaux à 
ceux du podaire de M' relativement à ABG, c'est-a-dire égaux 



a — a , — 
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f ', — y'' Donc les angles de pqr sont 
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^' 



2 



Y 



7t 
2 



?' 



Remarque. — Le point m' étant Tisocyclique de M, les angles 
a', p', y', qui entrent dans ces formules, sont égaux aux coor- 
données angulaires X, fA, v du point M. /^ suivre ) 



SUR LES CERCLES INVERSES [') 

Par M. Sollertinsky. 



1. — Le centre co d'un cercle quelconque A, passant par deux 
sommets B, G d'un triangle ABC, le troisième sommet A, le mi- 




lieu M de la corde AA', menée dans le cercle ABC parallèlement 
à BG, et les points de contact P, Q des tangentes à A, menées 



(•) Voyez nos Notes sur ce sujet, J. E. 1891, p. 114-120. 
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de A, appartiennent évidemment à une même circonférence^ 
décrite sur o>A, comme diamètre. 

Soient : <o' le centre du cercle A', inverse de A par rapport 
au triangle ABC; AP', AQ' les tangentes à A'. 

Les points P et P', Q et Q' sont inverses par rapport au 
triangle ABC, et l'angle fk^' est égal à OAP" (p. H6). Les 
triangles APQ', AQP' étant ainsi directement égaux^ les cir- 
conférences APQ, AQ'P' doivent passer par Tintersëction des 
droites Q'P, P'Q. De là résulte que : 

Les droites Q'P, P'Q se coupent en M, et rencontrent BC en deux 
points isotomiques (*). 

2. — On sait que les polaires d'un point A, par rapport à 
toutes les circonférences d'un même faisceau, concourent en 
un même point A|, diamétralement opposé à A sur le cercle qui 
coupe orthogonalement le faisceau. Ainsi : 

Les droites PQ, P'Q' concourent au point A^ diamétralement 
opposé à A, sur le cercle d'Apollonius du triangle ABC (**), 

Les milieux fx, {x' des droites PQ, P'Q' sont donc sur le cercle 
d'Apollonius. Mais les côtés opposés PQ', P'Q du quadrilatère 
PQT'Q étant égaux, la droite [^.jx' est parallèle à la bissectrice 
de l'angle PMQ et, par suite, perpendiculaire sur BG ; elle a 
donc son milieu sur BC. La droite BG, passant d'ailleurs par 
le milieu de la troisième diagonale AjM du quadrilatère PQ'P'Q, 
divise chacune des droites PP', QQ' en deux parties égales (***). 
De là, construction facile du cercle A', étant donné le cercle A : 

Soit D le pied de la bissectrice intérieure de l'angle BAG. 
Si la droite Aw, joignant A au centre w de A, rencontre le 
cercle d'Apollonius en f^., on porte sur ce cercle, l'arc Djx' égal 
à Dfx. La droite A{x' rencontre la médiatrice de BG au centre w' 
de A'. Par suite, les centres des deux cercles inverses, relative^ 
ment au triangle ABG, sont les points inverses par rapport au 
cercle ABG. 



(*) Dans le cercle AMQP, « étant le mUieu de l'arc PQ, Mw est la bis- 
sectrice de l'angle P&ÏQ. 
(**) A. Goh. Sur quelques transformations des figures; Mathesis, p. 17. 

(***) Les points P, P' sont les foyers d'une conique touchant AB, AC 
et ayant pour asymptote BG" A . Gob^ l. c). 
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3, — La dernière propriété que nous avons établie en sup- 
posant les points P, Q réels, a lieu dans tous les cas. En 
général : 

BG étant la corde commune des trois circonférences A, A', A', si 
les centres 0\ C des circonférences A', ^"sont les points inverses par 
rapport à la troisième A, le rectangle des puissances d'un point A de 
celk'dy par rapport à deux autres, est équivalent au carré du 
produit AB.AC; et les circonférences A', A' sont inverses par 
rapport au triangle ABC. 

Soient P, P', P' les projections des centres sur la droite AB, 
AH la hauteur du triangle ABC. On a 

âÂ:^ _ 0^2 ^j/^ 2AB.PF,^ WE? - (7B^ = p' = 2AB.PP'' 
d'où /)^p' = 4AB^PF.PP^ 

PP' PP' AH 

«--^ 5Ô' = ÔÔ- = I1^ oo'.oo" = ôI^ 

Par suite, p\p' = (20A.AH)» = (AB.AG)». 

La circonférence A' est Tinverse de A', relativement au 
triangle ABC, parce que la puissance de A par rapport à A" 
est égale à celle qu'il devrait avoir par rapport à Tinverse de 
A' (*), et le point A est situé en dehors de BG. 

4. — 11 est intéressant de chercher le lieu du point d'inter- 
section R des droites PP', QQ'. Nous nous proposons de démon- 
trer la proposition suivante : 

1^ K étant le pied de la symédiane AK du triangle ABG. le lieu 
des pôles de la droite A A^, par rapport à toutes les circonférences 
passant parB, G, est une hyperbole T circonscrite au triangle 
AKAi. 

2^ E étant le point de rencontre de la droite AAj avec la média- 
trice de BG ; E' son symétrique par rapport au milieu I de AAj ; 
la perpendiculaire en E, sur El, et la parallèle à BG, menéepar E', 
sont les asymptotes de cette hyperbole. 

3** Si la circonférence MBG rencontre MA^ et la médiatrice 
de BG, respectivement enR\ R', la droite R'K est le lieu du point 
R. Cest la polaire du point M, par rapport à T. 

(*) Après avoir multiplié les égalités [lignes 5-6 ; l. c. p. 116), on trouve 
(AM.AN), (AM'.ANO = (AB.AG)*. 
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l^Les polaires des quatre points (A, A^, T, Tinfinidela droite 
AAj) par rapporta toute circonférence, concourent en un même 
point p, et forment un faisceau harmonique. De plus, les po- 
laires de chaque point, par rapport à toutes les circonférences 
passant par B, G, concourent en un point fixe. Ces points 
fixes sont respectivement A^, A, K et point I à Tinfini, dans 
la direction perpendiculaire sur AA^. Mais le lieu des centres 
des faisceaux égaux, qui s'appuient sur quatre points fixes, est 
une conique passant par ces points. 

La conique, lieu de p, a un autre point à l'infini, dans la 
direction BC: c'est le pôle de AA^ par rapport à la droite BG. 

2® L'asymptote, perpendiculaire surAÂi, est tangente enl; 
mais le quadrilatère A^KAI étant harmonique par rapport 
à r (*), les tangentes aux points K, I se rencontrent sur la 
droite AA,; et la tangente en K, qu'il nous reste à déterminer, 
est conjuguée harmonique de la droite Kl, par rapport à 

l'angle A^KA. Soit L la projection de K sur AA^, N le milieu 
de BG. Le point K étant conjugué harmonique de T, par rap- 
port à BG, on a 

TK.TN = (TB.TG) = TA^ 
mais TL.TE = TK.TN, 

d'oïl TÂ>=TL.TE. 

Par suite, le point E étant conjugué harmonique deL, par 
rapport à AA^ , la droite KE est tangente, en K, à F. 

3® Soient j9, p' les points, ou la droite MR rencontre PQ, 
P'Q'. Les droites Ap, Ap' étant les polaires de A^, par rapport 
aux cercles A, A', les points p, p' appartiennent à l'hyper- 
bole r. Mais le point R est conjugué harmonique de M, par 
rapport à pp'-, et par suite, appartient à la polaire de M par 
rapport à F. 

Les circonférences MBG, A^BG étant inverses par rapport au 
triangle ABG (**), et le point Q coïncidant, dans ce cas, avec 

(*) Tout quadrilatère ABÛD peut être considéré comme harmonique par 
rapport à une conique dont le centre se trouve ainsi : si E, F sont les 
points où AG, BD rencontrent la troisième diagonale, les droites joignant 
ces points aux milieux de BD, AG concourent au point cherché. 

(•♦)Dela similitude des triangles ABT, AA'G il s'ensuit queAB.AG 

= (AT.AA')=AAi.AM. 
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le point M, le point P est sur A^M et coïncide avec R : c'est le 
point désigné, dans l'énoncé, par R'. D'autre part, le point M', 
symétrique de M par rapport à A, appartient aussi à la polaire 
deiVI. 

Enfin, la droite M'R', comme perpendiculaire sur A^M, doit 
passer par R". 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug» Boatin. 

(5wtte, voir p. 256.) 



198. — Si les perpendiculaires élevées sur les côtés d*un triangle ^ 
par les pieds des bissectrices^ sont concourantes^ le triangle est 
isoscèle. 

La condition de concours des perpendiculaires est : 

o»6> ^ a*c* b^c* a«6» a^c* 6»c« _ 

(6 -h c]» (6 + c)>"^(o4-c)* (a + cy~^{a 4- 6)» ""(a + b)'~^' 
o»(6-c) . b\c-a) . c'(a-b) __ 

ou -r 1 i r~ = O ; 

-\- c c-ha a -h 

2;a*(6 — c)(a-{-c){a + &)___ 

(a + 6)(a4-c)(6 + c) "" ° 
(0 + 6-4- c?[a — b){b — c){c —a )_ 

{a-hb){a-\-c)(b -\-c) ~~ * 

qui ne peut être vérifiée que pour deux côtés égaux. 

199- — Lieu du point de Lemoine, pour les triangles qui ont 
même base et même angle au sommet. 

Prenons pour axes le côté donné et la perpendiculaire en son milieu 
nous aurons 

., __ Rsin A . 

^^ ^ cotgA-hcotgB + cotgC' 

E étant, en outre, sur la droite qui joint le milieu de la hauteur au milieu 

du côté correspondant, on a 

V c sin 6 

^= ; » 

.(T c cos B — 6 ces G 

(2) -= cotg B — cotg G. 

A étant constant, il suffît d'éliminer cotg B, cotg G entre (1) et (2), ce 

qui donne 

î/* (4 + 3 cotg* A) + a;* — 2Ry cos A = R» sin» A, 
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équation d'une ellipse qui passe par B et G et qui est tangente, en ces points, 
au cercle circonscrit. 
Son équation, en coordonnées trilinéaires normales, est 

2d r = 0' 

oc o* 

La tangente en E a pour équation 

y \z 2X 

c a 
ce qui montre qu*elle coupe le côté BG, au même point que la tangente, 
en A, au cercle circonscrit. 



ECOLE MUNICIPALE 

DE PHYSIQUE ET DE GHIMIE INDUSTRIELLES DE PARIS 

(46 juillet 489L) 



1* Résoudre le système : 

2aj + 3y + 2« = 0, 
3ic + 2i/ + j» = 1 — w, 
aî + y -h z = 2wn- 3. 
2* Les solutions x, y^ % de ce système étant prises pour coefficients de 
l'équation otm* -f- t/ti + jï = 0, 

quelle valeur doit-on attribuer à m pour que Tune des racines u^ soit 
double de l'autre u'. Valeurs correspondantes de a;, j/, is et u. 



AGREGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 

SPÉCIAL 
(Session de juillet 4894.) 



Algèbre et trigonométrie. 

On connaît la surface S d'un triangle ainsi que les rayons R et r des 
cercles circonscrit et inscrit. 

jo Former l'équation qui donne les tangentes des demi-angles aux 
sommets de ce triangle. 

On trouverai en désignant par x Tune de ces tangentes, 

Sx» — f (4R + r) oî» + Sa; — r« = 0. 

2* R et r étant donnés, entre quelles limites doit être compris S pour 
que le triangle soit possible? 

Si Ton pose D* = S (R — 2r), on trouvera 

(R^D)MR-I>)M3R-D)» ^ «.J ^ (R ~ D)^ (R -h D)« (3R -♦- D)» 
16R* > û > ^^^, 

3» On donne R = 8 et r = 3 ; trouver les côtés du triangle de surface 
minimum et aussi ceux du triangle de surface maximum. 
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Géométrie âescriptive. 

Dans le plan vertical de projection est tracée une yerticaleD qui occupe 
le milieu de Tépure; autour de cette droite tourne un cercle G de rayon c, 
tangent au plan borizontal de projection, situé dans un plan parallèle au 
plan vertical de projection, à une distance b en avant de ce plan ; de plus, 
le centre de ce cercle est à droite du plan vertical de profil mené par D, 
et à une distance a de ce plan. 

1* Mettre cette surface en projection; 

2* Prouver que, par chaque point M de cette surface il passe deux 
cercles G, G| tracés sur elle, dont les plans sont verticaux. En conclure 
que toute sphère menée par un cercle générateur G est tangente, en 
deux points, à la surface; ^ 

3* Prouver que, sur chaque cercle générateur G, il existe un couple de 
points réels P, F situés sur une môme verticale, et qui sont tels que 
le plan tangent, en chacun d*eux, à la surface va passer au centre de la 
surface. En conclure que les plans tangents réels, issus de ce centre, à 
la surface, enveloppent un cône de révolution; 

4* On demande de construire Tintersection de la surface avec un des 
plans tangents à ce cône, perpendiculaire au plan vertical de projection. 
Rabattre cette intersection sur un plan horizontal. 

Données en centimètres : 

a = 5, & = 6, c =3. 

Une rêiaction détaillée doit accompagner Tépure; toutes les méthodes 
sont admises. 

Mécanique. 

Sur une même verticale sont trois points absolument fixes A, B, G. 
Autour de ces trois points sont articulées trois tiges AE, BE, CE, qui 
s*articulent entre elles à leur extrémité commune £. 

En E est suspendu un poids P. 

Les tiges sont de môme nature et s'allongent ou se raccourcissent 
proportionnellement à leur longueur et à leur tension ou compression. 

On considérera les variations de longueur des tiges comme des infi- 
niment petits du premier ordre et on négligera les infiniment petits 
du second ordre. 

On suppose qu'avant l'application du poids, P la tige BE est horizon- 
tale; elle a 2 mètres de long, la distance AB est égale à 2 mètres, et la 
dislance BG à 1 mètre. 

Une barre, de même nature que les tiges, ayant 1 mètre à l'état natu- 
rel, s'allonge de 1 centimètre sous l'action d'un poids de 1000 kilo- 
grammes. 

Le poids P est égal à 500 kilogrammes. 

On demande de calculer, à 1 kilogramme près, les tensions ou com- 
pressions des tiges, et de calculer, à 1 millimètre près, les projections 
horizontale et verticale du déplacement du point E, après l'application 
du poids P. 

On. commencera par démontrer que si oc, p, y désignent les variations 
respectives des longueurs des tiges AE, BE, GE, on a 

>/2 a + N^Y = 3p. 

N. B. — On ne tiendra pas compte du poids des tiges. 
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QUESTION 391 

Solation par M. Victor de Strékalof, à Saint-Pétersbourg. 



Résoudre les équations : 

(y — z + b* — c*)* = 4a*x, 
(z - X 4- c" - a^)* = 4b«y, 
(x -y -+- a* - b»)« = 4C»z. (G. L.) 

En extrayant la racine carrée de chacun des deux membres^ 
on a 

y — js -h 6* — c* = 2/1 \/x, 

z — a; 4- c* — a* = 26 y/y, 

a? — y 4- o* — 6" = 2C y/s. 
Si Ton combine ces équations deux à deux, il vient : 

t/ — 26 v^t/ + 6' = 03 -h 2a y/x 4- a', 

s — 2C v/-^ + C = y 4- 2b \/ y 4- 6', 

a; — 2a v/oc 4- a' = z 4- 2C v/55 4- c* ; 
ou 

r ± (6 - y/^) = ± (a + v/^), 

(A) ±(c-.v/^) = ±(6 +v/^), 
( dr (a — V^a;) = ifc (c 4- v/^). 

En prenant les deux membres de chacune des équations 
avec le même signe, on a 

( y/x -¥ \/y = h - a, ] ( X = (6 - c)* 

(B) I \/y -h \/z = c -- b, > d'oîi I 2/ = (c — a)* 

( \/3 4- \/x = a — c, ) { s = (a — by 

Il est facile de vérifier que toute autre combinaison de 
signes, dans les équations (A), amène à des équations non 
compatibles pour les valeurs des constantes arbitraires a, 6, c; 
par suite, les valeurs (B) sont les seules qui satisfassent aux 
équations proposées (*). 

(*) Cette dernière assertion n'est pas exacte. 
Ainsi: a;='(6 — c)«, y = ((H-c)% j5=(a4-6)% etc. 
sont des solulious du syâtème proposé. G. L. 
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QUESTION 385 

Solution par M"» V^e Primjî, 



Dans Vangle A d'un triangle ABC, et dans son opposé par le 
sommet, on trace deux droites DE, D'E', antiparallèles à BC et 
équidistantes de A. Faire voir que si M est la rencontre de BE et 
CD, et M' la rencontre de BE', CD', les droites AM, AM' sont 
conjuguées harmaniques, relativement à la médiane et à la symé- 
dianCy issues de A, dans le triangle ABC. (Bernes.) 

Soient F et F' les points où DE et D'E' rencontrent BG; 
Traçons AG parallèle à DE ; 

et ' AK parallèle à BG. 

Les droites DE, D'E' sont équidistantes du sommet A; G 




est le milieu de FF'; par suite, le faisceau A(KF'GF) est 
harmonique. 

Or: la polaire de AK dans Tangle BAG est la médiane 
issue de A; 

GeJle de AF est AM'; 

Celle de AG est la symédiaue (*); 

Gelle de AF est AM. 

Or, on sait que si quatre droites issues du sommet d'un 
angle forment un faisceau harmonique, il en est de même de 
leurs polaires. 

(*) Ce passage qui pourrait n*être pas compris de tout le monde, peut 
s'expliquer aiusi : 
La droite AG, dont il est ici question, est tangente en A à la circonfé- 
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QUESTION 384 . 

Solution par M"» V^e F. Prime. 



Dans un triangle ABC, les perpendiculaires en B. G, à AB, AG 
rencontrent AG, AB en D, E. Démontrer que, si une parallèle 
quelconque à BG rencontre AB, AG en F, G, Va^e radical des cir- 
conférences BGD, GFE pa^se par A et par le centre de la circon- 
férence ABG. (Bernes.) 

Soit K le point de rencontre des droites BD, GE : AK doit 

être l'axe radical en question ; 
il faut donc démontrer : 
AF.AE = AG.AD 
et BK.KD =GK.KE. 

Gette dernière résulte de ce 
fait que les quatre points E, B, 
G, D sont sur une même circon- 
férence. 

De cette remarque, on déduit 
encore 

AB.AE = AG.AD. 
En remplaçant AB, AG par 
les quantités proportionnelles 
AF, AG, on obtient la seconde des égalités qu'il fallait établir. 

Nota. — Autre solution par M. Grolleau maître-répétiteur au lycée de 
Marseille. 




renée circonscrite à ABG ; elle coupe BG en un point G, tel que 

GB_ BG^_ 5>^ 

GB"~AB>"~c>* 
La polaire de G, par rapport k l'angle BAG, est une droite coupant BG 
en un point G', tel que 

G'G GG^ 

""gb* 

6« 



On a donc 



G'B 
G'G 



G'B c« 

On sait alors, ou Ton démontre facilement, que la droite partant de A, 
symétrique de la médiane relativement à la bissectrice de BAC, lasymé- 
diane enfin, qui va de A au point de Lemoine, coupe BG en un point 
qui partage ce côté dans le rapport 6* : c*. G. L. 
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QUESTION 395 

Solution par M. B. Sollertinskt. 

On donne un cercle^ une droite qui ne le rencontre pas et une 
autre droite, et Von considère le rapport de la longueur de la tan- 
gente au cercle, issue d'un point quelconque de la première droite, 
avec la distance du même point à la seconde. Démontrer que ce 
rapport sera le plus petit possible lorsque le point se trouvera sur 
la polaire de V intersection des deux droites par rapport au ceixle. 

(A. Tissot.) 

Soit A la projection du centre du cercle donné, sur la 
première droite AB. Portons, sur AO, la longueur AD de la 
tangente au cercle, menée de A. 

On sait (*) que la tangente au cercle, issue d'un point quel- 
conque M de AB, est égale à MD. D'autre part, la distance de 
M, à Tautre droite donnée BC, est dans un rapport constant 
avec MB. 

Ainsi, on est conduit à cher- 
cher le minimum de 

MD , sin MBD 

MB' 



ou de 




sin MDB 

L'angle SB© étant fixe, ce mi- 
nimum correspond à la valeur 
maxima de sin MDB : le point ^ r a 

cherché [t. est donc sur la perpendiculaire en D, à BD. 

Ce point a la même puissance [xD^ par rapport au cercle 
et à celui qui est décrit de B, avec le rayon BD ; mais Taxe 
radical de ces cercles est la polaire de B, par rapport au cercle 0. 

Nota. — Nous avons reçu une solution analytique de M"' veuve Prime, 
à Bruxelles et une solution trigonométrique de M. GroUeau, au lycée de 
Marseille. 



(•) On a, en effet, 

ou MH' = MD* - AD* -h OA* - R^ 

AD étant égale à la tangente issue de A, on a 

OA* = R' + AD'. 
Finalement MH = MD. 
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QUESTION 392 

Solution par M. B. Sollertinskt. 



Etant donnés deux cercles fixes A, A' situés dans un même 
plan; on prend, dans ce plan, un point arbitraire M. Les polaires 

M, par rapport aux circonférences A, A', se coupent en M'. 

Démontrer quii existe un cercle fixe A' (réel ou imaginaire) tel 
que M, M' soient conjugués par rapport à ce cercle. 

Ce cercle A' est le lieu des points qui ont, par rapport aux cir- 
conférences A, A' des puissances égales et de signes contraires. 

(G. L.) 

Soit Aj un cercle quelconque du faisceau déterminé par les 
cercles donnés A, A'. 

Par le point arbitraire M, on peut faire passer un cercle 8 
coupant orthogonalement les cercles A, A', et par suite A^. 
Mais, d'après un théorème connu(*), les polaires du point M, 
par rapport aux cercles A, A', Aj, concourent en un point M', 
diamétralement opposé à M, sur 8. 

Les points M, M' sont donc conjugués par rapport à tout 
cercle A^ du faisceau A, A'. 

Déterminons, maintenant, le cercle A', 

Soient : 0, 0' les centres des cercles donnés; r, r' leurs 
rayons; rf, la distance 00'; 0" le milieu de 00'; P, un point 
situé sur A'. 

On a, par définition, 

PÔ^ - r'» = — "(Pâ^ - r'*) 
d'oli r» + r'« -z PÔ^ + PÔ^^ = 2PÔ^^ + —- 

2 

2(r* + r'«) - d^ 



Par suite, PO"^ = 

4 
c'est-à-dire que le cercle A" a son centre en A et son diamètre 

(*) Lorsque deux circonférences sont orthogonales, la polaire d'un 
point M de la première, par rapport à la seconde, passe par le point M 
diamétralement opposé à M'. 
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en égal à 

v/2(r« + r'*) - d«. 
Pour tout point P' de Taxe radical des cercles A, A', on a 

FÔ^ - r« = P'0'« - r'^ = u. 
d'oli _ 

2 4 

Le cercle A' appartient donc au faisceau des cercles A, A'; 
par suite, il satisfait à la question. 

Remarque L — Le cercle A" devient imaginaire, si Ton a 

d > v/(r 4- 7-'/ + (r - ry. 

Remarque IL — Deux points sont dits conjugués par rapport 
au cercle lorsque la polaire de Tun passe par Tautre. Les 
points M, M' sont donc conjugués par rapport à tout cercle A, 
coaxial avec les cercles A, A'. En effet, le cercle 8, mené par M 
orthogonalement aux cercles A, A', coupe aussi orthogonale- 
ment le cercle A^; mais les polaires de M par rapport à ces 
trois cercles passent par le point M', diamétralement opposé 
à M sur 0. 

Le cercle A", qui a son centre au milieu de la distance rf des 

cercles A, A', et dont le rayon est égal à -^^ , satis- 

4 
fait aussi à la question, parce qu'il est coaxial avec les 

cercles A, A'; mais, comme on voit, ce n*est pas la solution 

unique. 



QUESTION 396 

Violation par M. B. Sollertinskt. 



Si le triangle A^A^Aa, de forme invariable, se meut dans son 
plan, de manière que les sommets A^ e^ A, parcourent deux 
figures inversement semblables, le troisième sommet A, décrit une 
figure de même ordre que les figures F^ et Fj, ou bien une ligne 
droite qui passe par le point double des figures F^ et Fj. 

(G. Tarry.) 
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Soient AiAjjA,, B^BjE, deux positions quelconques du 
triangle. Les points de rencontre des figures Fj, Fj, avec les 
droites correspondantes A^B^ , AjBj, divisent ces droites en 
parties proportionnelles. Par suite, si l'on divise, de la même 
manière, la droite AjB, , les pointa de division appartiendront 
à la figure Fj, décrite par Aj (H. Van Aubel, J. E. p. 113). 

Ainsi, à tout point d'intersection de la fiefure F^ , avec une 
droite A^Bj , correspond le point d'intersection de F3 avec la 
droite A3B3. 

Supposons maintenant que AjBj rencontre encore Fg 
en un point M, dont le correspondant M^ , n'appartienne pas 
à la droite AiB^. 

Soient a, a les points divisant AjA^ d'ans le rapport de simi- 
litude des figures Fi, F, : on sait que ces points se meuvent 
surles droites doubles A , A' de F, , Fj . (R. Baltzer.) 

Si la droite AjBg ne passe pas par l'intersection S des droites 
A, A' (le point double des figures), les triangles Ajaa', BgP^', 
M,{X(jl', directement semblables, sont inscrits au triangle 
formé par ces droites ; par suite, ils ont le même centre de 
similitude. Mais alors tout point A^ , lié à la figure Ajaa' doit 
décrire une droite : c'est-à-dire que M^ doit se trouver sur 
AiBj , et notre supposition n'a pas lieu dans ce cas. 

Dans l'autre cas, lorsque les droites AjBj, A, A' concourent 
en un même point S, les triangles Agaa', B^Sp'. . . étant homo- 
logiques, le centre d'homologie S est le point commun de 
leurs cercles circonscrits (Mathesis, 1891, p. 194). Alors la 
figure Fj se réluit à la droite AgBg, parce qu'étant donnés les 
points a, a', le point Ag se trouve à l'intersection de cette droite 
avec le cerce Saa'. Mais pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'on 

ait aAja' = aSa' = -; ainsi, Aga, Aga' doivent être les 

2 

bissectrices de l'angle A^AgA^ ; par suite, le rapport des 
côtés AgAi , AgAj est égal au rapport de similitude des 
figures F^ , Fj. 

Inversement, cette condition étant remplie, le triangle aAja', 
de forme invariable, est rectangle en Ag, et deux de ses som- 
mets a, a' se meuvent sur deux droites rectangulaires Sa, 
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S/ : alors le troisième sommet A., décrit une droite passant 
par S. 

Remarque. — Dans cette question je n'ai pas démontré deux 
propositions : 

I. — Al, Aj étant les points homologues des figures F,, Fj 
inversement semblables, si l'on divise A^Aj, au^ points a, a', dans 
le rapport de similitude, les points de division se meuvent sur 
deux droites rectangulaires A, A' (les droites doubles) qui se cou^ 
pent au point double des figures. (R. Baltzer.) 

Soient Bj, B^ deux autres points homologues. Puisque les 
côtés opposés Aj Aj, BiB, du quadrilatère AiB^Bj Aj sont divisés 
dans le rapport des côtés adjacents A^B^, AjBj, les droites ajB, 

a' p' sont parallèles aux bissectrices de l'angle (AiBi,'A^)j 
et sont, par suite, rectangulaires. Soit S leur point d'intersec- 
tion. Les faisceaux SA^A^aa', SB^B^sp' étant d'ailleurs har- 
moniques, Sa, Sa'sontles bissectrices des angles A^SAj, B^SB^. 
Donc en retournant la figure Fg autour Sa ou de Sa', on fait deux 
figures homothétiques. Ainsi, S est leur point double et Sa, Sa' 
sont leurs droites doubles. 

II. — Si deux triangles directement semblables ABC, A'B'C 
sont homologiques, ils sont homothétiques , ou bien les centres de 
similitude et d'homx)logie sont les deux points d'intersection des 
circonférences circonscrites. (M. 1891, p. 194) (*). 

Soient: S le centre d'homologie; D, D" les points où les 
circonférences SAB, SA'B' rencontrent la droite SG. Alors les 
triangles ABD, A'B'D'sont directement semblables. Donc, les 
triangles ACD, A'G'D' sont aussi directement semblables, et 
par suite homothétiques. Donc, si les triangles ABC, A'B'C' 
ne sont pas homothétiques, les points G et D, G' et D' doivent 
coïncider. 



(*) Cette proposition m'a été communiquée par M. SoUertinsky, il y a 
plus d'un an. G. L. 



